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1.1 Majorizacione relacije i stohastičke matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Diskretni Lebegovi prostori, stohastički operatori i majorizacija . . . . . . 10
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Nejednakosti igraju veoma važnu ulogu u skoro svim oblastima matematike, ali sve do
početka dvadesetog veka nije postojala zasebna matematička disciplina koja bi se ovom
tematikom bavila. Sada se zna da postoji veoma moćan i koristan matematički aparat
nazvan teorija majorizacije, koji omogućava generisanje novih nejednakosti i njihovu pri-
menu u oblastima linearne algebre i matematičke analize, kao i u različitim granama nauke
koje su blisko povezane sa matematikom. Formalna definicija majorizacije prikazana u
uvodnom delu (Definicija 1.1.1) mogla bi se intuitivno interpretirati na sledeći način: re-
alni vektor x je majorizovan vektorom y ako se koordinate vektora x ”manje med̄usobno
razlikuju“ ili su ”bliže jedna drugoj“ nego koordinate vektora y.
Majorizaciona teorija se razvijala potpuno nezavisno u različitim oblastima mate-
matike: linearnoj algebri, verovatnoći, statistici, kombinatorici i numeričkoj analizi, ali
i u drugim granama nauke kao što su fizika, kvantna mehanika i ekonomija, pa otuda
postoje velike razlike u terminologiji. Hardi, Litlvud i Polja su izvršili sistematizaciju
do tada poznatih rezultata u oblasti majorizacije i objavili monografiju [41]. Početkom
prethodnog stoleća u ekonomiji su vršena pored̄enja raspodele verovatnoća prihoda nekog
preduzeća (ili raspodela verovatnoća bogatstva nekog regiona) sa ciljem da se odredi koja
je raspodela u nekom trenutku ”ujednačenija“ od raspodele u drugom. S tim u vezi,
razmatrana je Loranova kriva koja je uvedena u radu Lorana [67]. Kasnije je Dalton [33]
gledajući drugačije na problem, uveo pojam princip transfera uz pomoć majorizacije. Na-
jveća i najbolja kolekcija rezultata u oblasti konačno-dimenzionalne majorizacije sa pri-
menama u navedenim granama matematike, je monografija Maršala, Olkina i Arnolda [77].
Posebno se mora istaći velika primena teorije majorizacije i u kvantnoj mehanici, gde je
relacija majorizacije prirodno uvedena na matricama gustine [84] po analogiji sa ma-
jorizacijom med̄u ermitskim matricama, upored̄ujući vektore sopstvenih vrednosti dve
matrice [110].
Matematičke osnove majorizacije su postavljene u radovima Mjurheda [80], Šura [105] i
Hardi, Litlvuda i Polje [42]. Šur je pokazao da je vektor dijagonalnih elemenata ermitske
matrice majorizovan vektorom sopstvenih vrednosti te matrice. Štavǐse, Horn [47] je
dokazao i suprotno, da za svaki par majorizovanih vektora d ă λ, postoji neka ermitska
matrica tako da je d vektor dijagonalnih elemenata, a λ vektor sopstvenih vrednosti te
matrice. Prva proširenja pojma majorizacije su nastala upravo sa ciljem da bi se uopštio
pomenut Šur-Hornov rezultat. Najpre je Markus [37,76] proširio pojmove majorizacionih
relacija na prostore nizova, da bi se kasnije istraživanje nastavilo u radovima Nojmana [82],
Arvesona i Kadisona [10], Antesane, Maseja, Ruiza i Stojanova [3], i Kaftala i Vajsa [51]
kako na prostore nizova, tako i na fon Nojmanove algebre.
U konačno-dimenzionalnoj teoriji majorizacije postoji nekoliko ekvivalenata standardne
iii
Predgovor
kao i slabih majorizacionih relacija. Naime, Hardi, Litlvud i Polja [41] su dokazali da su
dva vektora x i y majorizovana x ă y ako i samo ako važi
x “ Dy
za neku dvostruko stohastičku matricu D. Uz pomoć ove ekvivalentne definicije ma-
jorizacije, u radu [13] koji je publikovan pre nekoliko godina, Behrami, Bajati i Manje-
gani su izvršili proširenje pojma standardne majorizacije na beskonačno-dimenzionalnim
diskretnim Lebegovim prostorima `ppIq, kada je p P r1,8q. Ovo je prvo proširenje pojma
majorizacije putem nekog ekvivalenta osnovne definicije ove relacije. Za tu svrhu, uve-
den je pojam dvostruko stohastičkih operatora na prostoru `ppIq i date su neke osnovne
osobine majorizacije i ovih operatora. U Glavi 2 ove disertacije, nastavljeno je istraživanje
majorizacione relacije uopštene na ovakav način, pokazano je da se ova relacija u nekom
smislu može posmatrati kao parcijalno ured̄enje, prikazane su bitne osobine majorizacije
i stohastičkih operatora, i ostvarena je njihova bliska veza po analogiji sa poznatim
rezultatima iz konačno-dimenzionalnog slučaja. Proširen je pojam majorizacije na skupu
dvostruko stohastičkih operatora, preformulisana je Kakutanijeva hipoteza za operatore
i predstavljeni su uslovi pod kojima je ova hipoteza tačna. Nedavno je Bajati u radu [17]
nastavio ispitivanje preciznosti ove hipoteze prikazane u Sekciji 2.2.1.
Slabe majorizacione relacije imaju ravnopravnu ulogu u nejednakostima i majoriza-
cionoj teoriji kao i standardna majorizacija, i podjednako su primenljive u nauci. One
takod̄e imaju svoje ekvivalente, med̄u kojima je najvažniji onaj koji povezuje slabe ma-
jorizacione relacije i stohastičke matrice. Naime, za dva pozitivna vektora x i y, vektor x
je slabo majorizovan vektorom y ako i samo ako važi
x “ Dy,
za neku dvostruko substohastičku matricu D, i slično, x je slabo supermajorizovan vekto-
rom y ako i samo ako važi
x “ By,
za neku dvostruko superstohastičku matricu B. Uopštenje slabih majorizacionih relacija
uzimajući za definicije prethodne ekvivalente, je iz puno razloga bolje, korisnije i ope-
rativnije nego pomenuta uopštenja koja su vršena preko Definicije 1.1.1 koja koristi
parcijalne sume elemenata vektora x i y.
U Glavi 3, prošireni su pojmovi substohastičkih operatora iz `ppJq u `ppIq i prikazane
su neke bitne osobine ovih operatora. Naime, skup dvostruko substohastičkih operatora
je konveksan, zatvoren za kompoziciju, i norma ovih operatora je najvǐse 1. Dokazano
je da proizvoljna familija pozitivnih realnih brojeva taij | i P I, j P Ju koja zadovoljava








predstavlja dvostruko substohastički operator iz `ppJq u `ppIq, definisan kao matrični
operator (tj. preko matričnog množenja). Grubo govoreći, poslednji rezultat daje vezu
izmed̄u ”neprebrojivih matrica“ i dvostruko substohastičkih operatora. Dalje, proširen je
iv
pojam slabe majorizacije na `ppIq` uz pomoć dvostruko substohastičkih operatora, i dati
su potrebni i dovoljni uslovi da operator bude dvostruko substohastički. Kao uopštenje







za svaku neprekidnu rastuću konveksnu funkciju, za koju je ϕp0q “ 0. Na osnovu ovog
rezultata je dokazano da važi osobina antisimetričnosti, ukoliko poistovetimo sve funkcije
koje se razlikuju do na parcijalnu permutaciju svojih pozitivnih elemenata, to jest, f ăw g
i g ăw f ako i samo ako postoji parcijalna permutacija P za pozitivne vrednosti funkcija
f i g, tako da važi
g “ Pf.
Dakle, pokazano je da se u nekom smislu slaba majorizacija može posmatrati kao parci-
jalno ured̄enje.
Linearna očuvanja predstavljaju ograničena linearna preslikavanja koja obezbed̄uju
da za dva elementa koja su u nekoj relaciji, elementi u slici tog operatora budu takod̄e
u nekoj relaciji. U zavisnosti od konkretnog slučaja, relacije u domenu i slici mogu ali i
ne moraju biti iste. Iako se problemi linearnih očuvanja javljaju u različitim oblastima
istraživanja, čini se da jedino u oblasti linearne algebre i teorije operatora se linearnim
očuvanjima pristupa sa puno pažnje. U teoriji majorizacije, pojam očuvanja uveo je
Šur [105], pa se u njegovu čast realne funkcije koje čuvaju majorizaciju nazivaju Šur
konveksne funkcije. Oblik matrica, kao ograničenih linearnih operatora na prostoru Rn
koje čuvaju majorizacione relacije je dat u preglednom radu Anda [1].
Jedan od ciljeva ove disertacije je pronaći konkretnu formu linearnih očuvanja slabe
majorizacije i slabe supermajorizacije na diskretnim Lebegovim prostorima kao i ispitati
topološku strukturu skupa svih linearnih očuvanja. Takod̄e, biće pokazano da pozitivno
linearno očuvanje jedne od tri majorizacije, standardne, slabe i slabe supermajorizacije,
čuva i druge dve majorizacione relacije na skupu pozitivnih sumabilnih funkcija `1pIq`.
U nastavku Glave 3 dati su potrebni i dovoljni uslovi da proizvoljan ograničen linearan
operator na `ppIq predstavlja linearno očuvanje slabe majorizacije kada je I beskonačan
skup, pri čemu se razlikuju dva slučaja. Preciznije, za p P p1,8q, operator je linearno
očuvanje slabe majorizacije ako i samo ako se ”kolone“ tog operatora razlikuju do na
parcijalnu permutaciju, i svaka ”vrsta“ sadrži najvǐse jedan strogo pozitivan element, dok
su ostali elementi u toj ”vrsti“ nule (Teorema 3.3.11). Kada je p “ 1, linearno očuvanje
ima malo drugačiju formu. ”Kolone“ očuvanja se razlikuju do na parcijalnu permutaciju,
i svaka ”vrsta“ ili sadrži tačno jedan strogo pozitivan element dok su ostali nule, ili su svi
elementi u toj ”vrsti“ med̄usobno jednaki (Teorema 3.4.11). Sa druge strane, pokazano
je da se očuvanja mogu opisati i preko operatora. Naime, kada je p P p1,8q, operator T





gde je I0 najvǐse prebrojiv podskup od I, pλkqiPI0 P `
ppI0q
`, svako θk pripada prebrojivoj









λkPθk ` Th, (1)
pri čemu je operator Thpfq :“ h
ř
kPI0
fpkq definisan za neku funkciju h P `1pIq` za koju
važi da je xh, ejy “ 0, za svako j P θipIq, za svako i P I0. Zaključeno je da pozitivna
linearna očuvanja standardne i slabe majorizacije imaju isti oblik (videti Posledice 3.3.12
i 3.4.12).
U poslednjoj Sekciji 3.5 je pokazano da je skup svih linearnih očuvanja slabe ma-
jorizacije zatvoren za operatorsku normu, kada je I konačan, kao i kada je I beskonačan
skup. Kada je I konačan, zatvorenost skupa svih očuvanja se pokazuje preko kompa-
ktnosti skupa svih dvostruko substohastičkih matrica. Kada je I beskonačan, ovakav
pristup nije moguć, med̄utim, zatvorenost je ipak potvrd̄ena ali drugačijim pristupom.
Posebno su razmatrani slučajevi p P p1,8q i p “ 1, s obzirom na razliku u formi samih
linearnih očuvanja slabe majorizacije za ova dva slučaja.
Primarni cilj Glave 4 je proširenje pojmova slabe supermajorizacije i dvostruko su-
perstohastičkih operatora na diskretnim Lebegovim prostorima funkcija, i ispitivanje line-
arnih očuvanja ove relacije. U prvoj sekciji ove glave su pre svega dati potrebni i dovoljni
uslovi da se proizvoljna familija A “ taij | i, j P Iu može posmatrati kao ograničen
linearan operator na Banahovim prostorima `1pIq i `8pIq.





|aij| ă 8 (2)





|aij| ă 8 (3)
ako i samo ako A generǐse ograničen linearan operator A na `8pIq. Ovi operatori su defini-
sani kao standardni matrični operatori. Dalje, pokazano je da su uslovi (2) i (3) dovoljni
da bi se familija A “ taij | i, j P Iu mogla posmatrati kao ograničen linearan operator
na Banahovim prostorima `ppIq, za svako p P r1,8s. U skupu svih familija koje zadovo-
ljavaju ova dva uslova, uvodi se pojam dvostruko superstohastičke familije, kao uopštenje
pojma dvostruko superstohastičke matrice. Prikazuju se neke osobine ove familije koje
su dalje iskorǐsćene za karakterizaciju slabe supermajorizacije koja je uopštena u Sekciji
4.2 preko dvostruko superstohastičkih operatora. Uopštene su neke teoreme iz konačno-
dimenzionalnog slučaja koje daju blisku vezu slabe supermajorizacije i superstohastičkih








koja važi za proizvoljno izabranu neprekidnu opadajuću konveksnu funkciju ϕ : r0, bq Ñ R,
kadgod je f ăws g. Dokazan je važan rezultat, da za funkcije f i g iz `1pIq` važi f ăws g
vi
i g ăws f ako i samo ako postoji permutacija P tako da je g “ Pf . Zaključeno je da
je uopštena slaba supermajorizacija pre-ured̄enje, ali specijalno za p “ 1, ova relacija se
može posmatrati kao parcijalno ured̄enje ukoliko se poistovete sve funkcije koje su jednake
do na permutaciju.
U Sekciji 4.3 razmatrana su očuvanja slabe supermajorizacije na diskretnom Lebe-
govom prostoru `1pIq, i pokazano je kroz niz tvrd̄enja da se ”kolone“ ovih očuvanja
razlikuju do na permutaciju, i da svaka ”vrsta“ ili sadrži tačno jedan strogo pozitivan
element dok su ostali nule, ili su svi elementi u toj vrsti med̄usobno jednaki. Sa druge
strane, pokazano je da se ova očuvanja mogu opisati i preko sume dva operatora i da
imaju istu formu kao i očuvanja slabe majorizacije (1) (Teorema 4.3.15). Dakle, kada
je p “ 1, očuvanja sve tri majorizacije koje se razmatraju u ovoj disertaciji imaju istu
formu, ako se ograničimo samo na pozitivne operatore. U poslednjoj Sekciji 4.4, pokazano
je da je skup svih očuvanja slabe supermajorizacije zatvoren za operatorsku normu, kada
je I konačan ili beskonačan skup. Med̄utim, kako skup svih dvostruko superstohastičkih
operatora nije kompaktan, pomenuta zatvorenost kada je I konačan skup je dokazana
drugačijom metodom nego u slučaju slabe majorizacije u Glavi 3.
Doktorska disertacija je sačinjena od originalnih rezultata autora. Glave 2, 3 i 4 sastoje
se od rezultata iz naučnih radova [68–71] publikovanih u vodećim naučnim časopsima sa
SCI liste, od kojih su radovi [68] i [69] samostalni, dok su radovi [70] i [71] nastali u
koautorstvu sa mentorom, prof. dr Draganom -Dord̄evićem. Radovi [72–74] koji čine





1.1 Majorizacione relacije i stohastičke matrice
Majorizacione relacije
Posmatraćemo realan vektorski prostor Rn. Skup svih pozitivnih i strogo pozitivnih
vektora označićemo sa pRnq` i pRnq``, respektivno. Ove skupove možemo opisati na
sledeći način:
pRnq` “ tpx1, x2, . . . , xnq | xi ě 0, 1 ď i ď nu,
i
pRnq`` “ tpx1, x2, . . . , xnq | xi ą 0, 1 ď i ď nu.
Slično ćemo realan broj x ě 0 nazivati pozitivnim brojem, a ukoliko je nejednakost stroga
x ą 0, nazivaćemo strogo pozitivnim brojem. Neka je x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn proizvo-
ljan vektor. Sa xÓ “ pxÓ1, x
Ó
2, . . . , x
Ó
nq označavaćemo vektor koji predstavlja preraspodelu
elemenata vektora x u opadajući poredak, xÓ1 ě x
Ó
2 ě . . . ě x
Ó
n. Drugim rečima, može se
pronaći permutaciona matrica P tako da je xÓ “ Px. Permutaciona matrica se sastoji
od elemenata skupa t0, 1u, pri čemu u svakoj vrsti i u svakoj koloni permutacione matrice
postoji tačno jedan element jednak 1, dok su ostali elementi jednaki 0. Slično, xÒ “
pxÒ1, x
Ò
2, . . . , x
Ò





. . . ď xÒn, za koju postoji neka permutaciona matrica Q tako da je x
Ò “ Qx.
Definicija 1.1.1. Za date vektore x, y P Rn, vektor x je slabo majorizovan vektorom y, i








yÓi , k “ 1, 2, . . . , n.









tada je vektor xmajorizovan vektorom y (ili vektor y majorizira vektor x), i to označavamo
sa x ă y.
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, . . . , 0q ă p1, 0, . . . , 0q.
Na osnovu prethodnog primera, može se opravdati intuitivna definicija majorizacije
data u predgovoru.
Definicija 1.1.2. Za date vektore x, y P Rn, vektor x je slabo supermajorizovan vektorom








yÒi pk “ 1, 2, . . . , nq.
Nije teško uočiti da važi
xÒi “ x
Ó














Na osnovu ove činjenice zaključujemo da važi standardna majorizacija x ă y ako i samo









Dakle standardna majorizacija povlači slabu majorizaciju na osnovu definicije i slabu
supermajorizaciju na osnovu prethodnog razmatranja.
Majorizacione relacije, stohastičke matrice i konveksne funkcije
U konačno-dimenzionalnoj majorizacionoj teoriji je pokazano da postoji nekoliko med̄u-
sobno ekvivalentnih definicija majorizacionih relacija koje su uvedene u prethodnom delu.
U nastavku ćemo predstaviti neke od ovih ekvivalenata. Ali pre toga, razmotrićemo
različite tipove stohastičkih matrica.
Definicija 1.1.3. Neka je data mˆ n matrica A “ paijq sa pozitivnim vrednostima.
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1) Matrica A je stohastička po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti jednaka
1;
2) Matrica A je stohastička po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni je-
dnaka 1;
3) Matrica A je dvostruko stohastička, ako je stohastička po vrstama i stohastička po
kolonama;
4) Matrica A je substohastička po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti manja
ili jednaka od 1;
5) Matrica A je substohastička po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni
manja ili jednaka od 1;
6) Matrica A je dvostruko substohastička, ako je substohastička po vrstama i substo-
hastička po kolonama;
7) Matrica A je superstohastička po vrstama, ako je suma elemenata u svakoj vrsti
veća ili jednaka od 1;
8) Matrica A je superstohastička po kolonama, ako je suma elemenata u svakoj koloni
veća ili jednaka od 1;
9) Matrica A je dvostruko superstohastička, ako postoji dvostruko stohastička matrica
D “ pdijq tako da za svako 1 ď i ď m i za svako 1 ď j ď n važi dij ď aij.
Očigledno, dvostruko stohastička matrica A mora biti kvadratna. Tačnije, ukoliko



















što je nemoguće. Takod̄e, na osnovu definicije sledi da dvostruko superstohastička matrica
mora takod̄e biti kvadratna. Skup svih matrica koje imaju svojstvo piq, (i “ 1, . . . , 9) je
konveksan. Specijalno, skup svih dvostruko stohastičkih matrica je konveksan, i ekstremne
tačke ovog skupa su permutacione matrice. Ovaj skup se može posmatrati i kao konveksna
ljuska permutacionih matrica. Drugim rečima, svaka dvostruko stohastička matrica se
može zapisati kao konveksna kombinacija permutacionih matrica. Ove rezultate dokazao
je Birkof [24]. Slični rezultati postoje i za dvostruko substohastičke matrice (videti [77]).
Takod̄e, od dvostruko stohastičkih matrica mogu se generisati kvadratne dvostruko
substohastičke matrice, ”smanjivanjem“ nekih vrednosti, vodeći računa da svi elementi
matrice ostanu pozitivni. Fon Nojman [83] je dokazao i obrnuto tvrd̄enje.
Teorema 1.1.4. [77, Teorema I.1.C.1] Za svaku kvadratnu dvostruko substohastičku
matricu A “ paijq, postoji dvostruko stohastička matrica D “ pdijq za koju važi aij ď dij,
za sve 1 ď i, j ď n.
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Dakle, za kvadratnu matricu se može reći da je ona dvostruko substohastička ako i
samo ako se ona može ”dopuniti“ do dvostruko stohastičke, tj. ako i samo ako postoji
dvostruko stohastička matrica D “ pdijq za koju važi aij ď dij, za sve i, j. Može se
pojam kvadratne dvostruko substohastičke matrice uvesti i preko pomenute ekvivalentne
definicije, što bi predstavljalo definiciju koja bi bila analogna sa definicijom kvadratne
dvostruko superstohastičke matrice. U ovoj disertaciji biće pokazano da u beskonačno-
dimenzionalnom slučaju, prethodna teorema Fon Nojmana ne važi.
S druge strane, zanimljivo je da se definicija dvostruko superstohastičke matrice ne
može uvesti kao matrica koja je superstohastička po vrstama i kolonama kao u prethodnom
slučaju. Preciznije, ne može se svaka ovakva matrica ”umanjiti“ do dvostruko stohastičke




















je superstohastička po vrstama i superstohastička po kolonama. Lako se može uočiti da
nije moguće naći dvostruko stohastičku matricu D “ pdijq tako da važi dij ď aij, za sve
i, j. Dakle, matrica A nije dvostruko superstohastička.
Neprekidna funkcija ϕ : R Ñ R je konveksna na segmentu rA,Bs ako za svaki realan
broj t P r0, 1s važi
ϕptA` p1´ tqBq ď tϕpAq ` p1´ tqϕpBq.
Funkcija ϕ je konkavna na segmentu rA,Bs ako je funkcija ´ϕ konveksna na tom se-
gmentu. Drugim rečima, funkcija ϕ je konkavna na segmentu rA,Bs ako važi nejednakost
ϕptA` p1´ tqBq ě tϕpAq ` p1´ tqϕpBq.
Funkcija je konveksna(konkavna) na skupu R ako je konveksna(konkavna) na svakom se-
gmentu rA,Bs. Naredna teorema, daje dva ekvivalenta standardne majorizacione relacije,
pri čemu je prvi dat preko dvostruko stohastičkih matrica, a drugi korǐsćenjem konveksnih
funkcija.
Teorema 1.1.5. [77, Teorema I.1.A.3] Za proizvoljna dva vektora x, y P Rn, sledeći
uslovi su ekvivalentni:
1) x ă y;









ϕpyiq za svaku neprekidnu konveksnu funkciju ϕ : RÑ R.
Naredni ekvivalenti slabih majorizacionih relacija preko stohastičkih matrica važe
samo u slučaju kada se posmatraju pozitivni vektori x i y.
Teorema 1.1.6. [77, Teorema I.1.A.4] Za proizvoljna dva pozitivna vektora x, y P pRnq`,
sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) x ăw y;
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2) x “ Ay za neku dvostruko substohastičku matricu A.
Teorema 1.1.7. [77, Teorema I.1.A.5] Za proizvoljna dva pozitivna vektora x, y P pRnq`,
sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) x ăws y;
2) x “ Ay za neku dvostruko superstohastičku matricu A.
U ovoj disertaciji će biti iskorǐsćeni prethodni ekvivalenti za generalizaciju slabih ma-
jorizacionih relacija na diskretnim Lebegovim prostorima funkcija, samo za pozitivne
funkcije, što će biti u skladu sa predstavljenim konačno-dimenzionalnim slučajem.
Naredni ekvivalenti, koji su dokazani u [107], povezuju slabe majorizacione relacije sa
neprekidnim monotonim konveksnim funkcijama.
Teorema 1.1.8. [77, Teorema I.1.A.4] Za proizvoljna dva vektora x, y P Rn, sledeći
uslovi su ekvivalentni:









ϕpyiq za svaku neprekidnu rastuću konveksnu funkciju ϕ : RÑ R.
Teorema 1.1.9. [77, Teorema I.1.A.5] Za proizvoljna dva vektora x, y P Rn, sledeći
uslovi su ekvivalentni:









ϕpyiq za svaku neprekidnu opadajuću konveksnu funkciju ϕ : RÑ R.
Naredni rezultati daju blisku vezu izmed̄u majorizacionih relacija i stohastičkih opera-
tora. Uopštenja ovih rezultata su predstavljena u ovoj disertaciji.
Teorema 1.1.10. [77, Teorema I.2.A.4] Kvardratna nˆn matrica A “ paijq je dvostruko
stohastička ako i samo ako je Ax ă x, za svako x P Rn.
Teorema 1.1.11. [77, Teorema I.2.C.3] Kvardratna nˆn matrica A “ paijq je dvostruko
substohastička ako i samo ako x P pRnq` povlači Ax P pRnq` i Ax ăw x.
Teorema 1.1.12. [77, Teorema I.2.D.4] Kvardratna nˆn matrica A “ paijq je dvostruko
superstohastička ako i samo ako x P pRnq` povlači Ax P pRnq` i Ax ăws x.
Sledeći rezultat je dokazan nezavisno od strane Snajdersa [102], Berga [20] i Fara-
hata [35] na osnovu potpuno drugačijih pristupa. Beskonačno-dimenzionalna verzija ovog
rezultata biće dokazana u narednoj glavi.
Teorema 1.1.13. [77, Teorema I.2.I.1] Neka je P invertibilna matrica. Ako su matrice
P i P´1 dvostruko stohastičke, tada je P permutaciona matrica.
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Majorizacija kao parcijalno ured̄enje
Definicija 1.1.14. Binarna relacija ρ na skupuA predstavlja podskup Dekartovog proizvo-
da Aˆ A. Ako je px, yq P ρ, tada je x u relaciji ρ sa y, i to označavamo sa xρy.
Definicija 1.1.15. Binarna relacija ρ na skupu A je
1) refleksivna ako je xρx, za svako x P A;
2) simetrična ako za sve x, y P A, iz xρy sledi yρx;
3) antisimetrčna ako za sve x, y P A, iz xρy i yρx sledi x “ y;
4) tranzitivna ako za sve x, y, z P A, iz xρy i yρz sledi xρz.
Definicija 1.1.16. Refleksivnu i tranzitivnu relaciju ρ na skupu A nazivamo pre-ured̄enje.
Dodatno, ako je pre-ured̄enje ρ još i
1) antisimetrično, tada se ono naziva parcijalno ured̄enje (odnosno relacija poretka);
2) simetrično, tada se ono naziva relacija ekvivalencije.
S obzirom da se u samim definicijama majorizacionih relacija pre svega vrši pre-
raspodela elemenata posmatranih vektora x i y u rastući ili opadajući poredak, sledi
da originalni poredak elemenata ovih vektora nije od prevelike važnosti. Iz tog razloga
za proizvoljne vektore x, y koji imaju istu rastuću (ili opadajuću) preraspodelu elemenata
xÓ “ yÓ (ili xÒ “ yÒ) uvek važi x “ Py, za neku permutacionu matricu P , što povlači
da važe majorizacione relacije x ă y, x ăw y i x ă
ws y. Specijalno, sledi da su posma-
trane majorizacione relacije refleksivne. Nije teško zaključiti da su ove relacije takod̄e i
tranzitivne, dakle ă, ăw i ă
ws su pre-ured̄enja.
Neka su dva izabrana vektora x i y med̄usobno majorizovana nekom od posmatrane
tri majorizacione relacije, tj. važi x ă y i y ă x ili x ăw y i y ăw x ili x ă
ws y i y ăws x.
U tom slučaju se zna da su preraspodele xÓ i yÓ, (kao i preraspodele xÒ i yÒ) med̄usobno
jednake, drugim rečima vektori x i y se razlikuju do na permutaciju svojih elemenata, tj.
postoji permutaciona matrica P tako da je
x “ Py. (1.1)
Dakle, striktno govoreći, posmatrane majorizacije nisu parcijalna ured̄enja, jer nije ostva-
rena jednakost x “ y kao u definiciji antisimetričnosti, već samo oslabljena jednakost
(1.1). Ukoliko izvršimo restrikciju vektorskog prostora Rn samo na pozitivan konus D “
tpx1, . . . , xnq | x1 ě x2 ě . . . ě xnu tada su relacije ă i ăw parcijalna ured̄enja na D.
Slično, na skupu G “ tpx1, . . . , xnq | x1 ď x2 ď . . . ď xnu relacija ăws je parcijano
ured̄enje. Ukoliko uvedemo relaciju ekvivalencije „ na sledeći način: x „ y ako je
x “ Py za neku permutacionu matricu P , i uočimo faktor skup Rn
{„
, tada su majorizacione
relacije antisimetrične na posmatranom faktor skupu Rn
{„
, tj. u tom slučaju se one mogu
posmatrati kao parcijalna ured̄enja na Rn
{„
.
U ovoj disertaciji će biti pokazano da se na sličan način uopštene majorizacione relacije
na diskretnim Lebegovim prostorima mogu posmatrati kao parcijalna ured̄enja, ukoliko
se poistovete sve funkcije koje su jednake do na permutaciju kada je u pitanju standardna
majorizacija i slaba supermajorizacija ili do na parcijalnu permutaciju kada je u pitanju
slaba majorizacija.
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Linearna očuvanja majorizacionih relacija
Sada ćemo uvesti pojam linearnog očuvanja proizvoljne relacije ρ.
Definicija 1.1.17. Neka je data relacija ρ definisana na linearnom vektorskom prostoru
V . Linearan ograničen operator A : V Ñ V je linearno očuvanje relacije ρ ako važi da
xρy povlači pAxq ρ pAyq.
U nastavku biće okarakterisani linearni ograničeni operatori na konačno-dimenzio-
nalnom vektorskom prostoru Rn koji čuvaju neku od majorizacionih relacija. Na primer,
linearno očuvanje standardne majorizacije se može definisati kao ograničen linearan ope-
rator T : Rn Ñ Rn za koji važi da relacija
x ă y povlači pAxq ă pAyq.
Na sličan način se uvode i linearna očuvanja slabih majorizacija. Naredni rezultat je
prikazan u radu [1], a može se naći i u monografijama [22,77].
Teorema 1.1.18. [1, Propozicija 2.7] Ograničen linearan operator T : Rn Ñ Rn je
linearno očuvanje majorizacione relacije (ă) ako i samo ako je jedan od narednih uslova
ispunjen, za svako x P Rn:
1) T pxq “ trpxqa, za neki vektor a P Rn;
2) T pxq “ βP pxq ` γ trpxqe, za neke β, γ P R i za neku permutaciju P : Rn Ñ Rn.
Ograničen linearan operator T : Rn Ñ Rn je pozitivan ako matrica ovog operatora
sadrži sve pozitivne elemente, u odnosu na standardnu bazu u Rn.
Teorema 1.1.19. [30, Propozicija 2.1] Ako pozitivan ograničen linearan operator T :
Rn Ñ Rn čuva majorizacionu relaciju păq na prostoru Rn, tada T čuva slabu majoriza-
cionu relaciju păwq.
Teorema 1.1.20. [30, Teorema 2.2] Neka je T : Rn Ñ Rn ograničen linearan operator.
Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) operator T čuva majorizacionu relaciju păq;
2) Ako je x ă y i y ă x, za neke x, y P Rn, tada je Tx ă Ty i Ty ă Tx.
Teorema 1.1.21. [74] Neka je T : Rn Ñ Rn poztitivan ograničen linearan operator.
Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) operator T čuva majorizacionu relaciju păq;
2) operator T čuva slabu majorizacionu relaciju păwq;
3) Ako je x ă y i y ă x, za neke vektore x, y P Rn, tada je Tx ă Ty i Ty ă Tx.
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Dokaz. Stavke 1q i 3q su ekvivalentne na osnovu Teoreme 1.1.20. Stavka 1q povlači 2q na
osnovu Teoreme 1.1.19. Da bismo pokazali da 2q povlači 3q, neka važi x ă y i y ă x.
Sledi, Tx ăw Ty i Ty ăw Tx, pa važi Tx “ PTy, za neku permutaciju P , na osnovu
(1.1). Jasno, Tx ă Ty i Ty ă Tx.
Teorema 1.1.22. [74] Neka je T : Rn Ñ Rn pozitivan ograničen linearan operator.
Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) operator T čuva majorizacionu relaciju păq;
2) operator T čuva slabu supermajorizacionu relaciju păwsq;
3) Ako je x ă y i y ă x, za neke vektore x, y P Rn, tada je Tx ă Ty i Ty ă Tx.
Dokaz. Pretpostavimo da važi 1q i neka je x ăws y. Na osnovu Teoreme [77, Proposition
I.5.A.9.a.], postoji pozitivan vektor u P Rn za koji je zadovoljeno u ď x i u ă y. Sledi
Tu ă Ty, i s obzirom da je x´u ě 0 osobina pozitivnosti operatora T povlači T px´uq ě 0,
to jest Tu ď Tx. Dakle, Tx ăws Ty na osnovu iste teoreme, pa je operator T očuvanje
slabe supermajorizacije na Rn.
Pretpostavimo sada da važi 2q. Pokazaćemo da operator T zadovoljava uslov 3q. Neka
važi x ă y i y ă x, to jest neka se vektori x i y razlikuju do na permutaciju. Jasno, sledi
x ăws y i y ăws x. Po definiciji operatora T je Tx ăws Ty i Ty ăws Tx. Sada, vektori
Tx i Ty se razlikuju do na permutaciju, na osnovu (1.1), što povlači da je Tx ă Ty i
Ty ă Tx.
Stavka 3q povlači 1q na osnovu Teoreme 1.1.20.
Na osnovu prethodnih teorema, može se izvesti zaključak da pozitivni ograničeni lin-
earni operatori koji čuvaju neku od tri majorizacije, moraju čuvati i ostale dve. Ovaj
rezultat je dokazan i u radu [43] korǐsćenjem drugačijih metoda.
Posledica 1.1.23. [43] Neka je dat pozitivan linearan operator T : Rn Ñ Rn. Sledeći
uslovi su ekvivalentni:
1) operator T čuva majorizacionu relaciju (ă);
2) operator T čuva slabu majorizacionu relaciju (ăw);
3) operator T čuva slabu supermajorizacionu relaciju (ăws).
Jedan od ciljeva ove disertacije je i uopštenje prethodne posledice za majorizacione
relacije na diskretnim Lebegovim prostorima.
Sada se može prikazati i oblik pozitivnog operatora koji čuva slabu majorizaciju i slabu
supermajorizaciju.
Teorema 1.1.24. [74] Pozitivan ograničen linearan operator T : Rn Ñ Rn je linearno
očuvanje slabe majorizacione relacije (ăw) ako i samo ako je jedan od narednih uslova
ispunjen za svako x P Rn:
1) T pxq “ trpxqa, za neki vektor a P Rn;
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2) T pxq “ βP pxq ` γ trpxqe, za neke β, γ P R i za neku permutaciju P : Rn Ñ Rn.
Teorema 1.1.25. [74] Pozitivan ograničen linearan operator T : Rn Ñ Rn je linearno
očuvanje slabe supermajorizacione relacije (ăws) ako i samo ako je jedan od narednih
uslova ispunjen za svako x P Rn:
1) T pxq “ trpxqa, za neki vektor a P Rn;
2) T pxq “ βP pxq ` γ trpxqe, za neke β, γ P R i za neku permutaciju P : Rn Ñ Rn.
U narednim poglavljima biće predstavljen oblik linearnih očuvanja slabih majorizacija
(ăw) i (ă
ws) na beskonačno-dimenzionalnim diskretnim Lebegovim prostorima. U nekom
smislu ti rezultati se mogu posmatrati kao generalizacija prethodnih Posledica 1.1.24 i
1.1.25.
Matrična majorizacija
Šerman [99] je uveo prvu majorizacionu relaciju na skupu dvostruko stohastičkih ma-
trica, koja predstavlja pre-ured̄enje. Naime, matrica D1 je majorizovana matricom D2, i
to označavamo sa
D1 CD2 (1.2)
ako postoji dvostruko stohastička matrica D3 tako da je
D1 “ D3D2.
Lako se može videti da D1 CD2 povlači standardnu majorizaciju D1x ă D2x, @x P Rn.
Kakutani je postavio hipotezu da je suprotan smer prethodne činjenice takod̄e tačan
(videti [77], strana 70).
Kakutanijeva hipoteza
Ako za svako x P Rn važi standardna majorizacija D1x ă D2x, tada važi matrična
majorizacija D1 CD2.
U radu Šermana [99], pokazano je da ako je dvostruko stohastička matrica D2 inverti-
bilna, tada je Kakutanijeva hipoteza tačna. Horn je pronašao kontra primer Kakutanijeve
pretpostavke u radu [100] i pokazao da se invertibilnost operatora D2 ne može izostaviti.
Koristeći sasvim drugačiju tehniku dokaza, Šraiber [98] je potvrdio ovaj rezultat.
U Glavi 2 biće proširen pojam matrične majorizacije (1.2) na skup dvostruko sto-
hastičkih operatora na `ppIq i biće pokazano da je Kakutanijeva hipoteza tačna ukoliko
je D´12 stohastički operator po vrstama.
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1.2 Diskretni Lebegovi prostori, stohastički opera-
tori i majorizacija
U ovoj disertaciji posmatraćemo realne funkcije f : I Ñ R definisane na nekom
prizvoljno izabranom nepraznom skupu I. Kada je skup I konačan, tada se pomenute
funkcije mogu poistovetiti sa realnim vektorima iz konačno-dimenzionalnog vektorskog
prostora Rn. Konačno-dimenzionalna teorija majorizacije je detaljno izučavana u prošlosti,
a neki rezultati su prikazani u prethodnom delu. U slučaju kada je I skup prirodnih bro-
jeva I “ N, (ili opštije kada je I proizvoljan prebrojivo beskonačan skup) tada realne
funkcije f : I Ñ R predstavljaju realne nizove. Takod̄e, biće razmatran i slučaj kada je
skup I neprebrojivo beskonačan. Rezultati u ovoj disertaciji će se u mnogome odnositi
na poslednja dva slučaja, kada je skup I beskonačan.
Definicija 1.2.1. Neka je I proizvoljan neprazan skup. Realna funkcija f : I Ñ R je

















za svaki konačan skup J koji zadovoljava uslov J0 Ď J . U tom slučaju broj σ nazivamo




Za fiksirano p P r1,8q, posmatraćemo normiran vektorski prostor svih realnih funkcija














i predstavlja Banahov prostor za svako p P r1,8q. Sa jedne strane ovi Banahovi prostori
predstavljaju prirodno uopštenje Lebegovih prostora nizova (`p nizova), dok sa druge
strane se mogu posmatrati kao specijalan slučaj Lebegovih prostora LppI, µq koji sadrže
merljive funkcije koje zadovoljavaju uslov
ż
I
|f |pdµ ă 8
kada se posmatra konkretna mera prebrojavanja µ. Iz tog razloga, prostori `ppIq se
nazivaju diskretni Lebegovi prostori.
U nekoliko navrata biće pomenut Banahov prostor svih ograničenih funkcija oblika
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i označavaćemo ga `8pIq. Ovaj prostor može biti posmatran kao dualni prostor prostora
`1pIq, i uvedeni pojmovi stohastičkih operatora i majorizacionih relacija na ovom prostoru
biće ispitivani isključivo u korist istraživanja pomenutih pojmova na prostorima `ppIq.
Na osnovu sumabilnosti funkcija iz diskretnih Lebegovih prostora `ppIq, kada je p P
r1,8q, nije teško zaključiti da svaka funkcija mora imati najvǐse prebrojiv nosač, to jest,
skup ti P I | fpiq ‰ 0u mora biti najvǐse prebrojivo beskonačan. Iako Banahovi prostori
`ppIq nemaju Šauderovu bazu i nisu separabilni, zbog kardinalnosti nosača se za svaku





pri čemu su funkcije ei : I ÝÑ R definisane uz pomoć Kronekerove delta funkcije eipjq :“










“ 1. Očigledno mora biti q P p1,8q. Uzima se da su 1 i 8 dualni eksponenti
jedan drugome.
Neka je proizvoljno izabran realan broj p P r1,8q, i neka je q dualni eksponent od p.






za proizvoljne dve funkcije f P `ppIq i g P `qpIq. Ovo preslikavanje ćemo nazivati dualno





definǐse ograničen linearan funkcional q˚ na prostoru diskretnih Lebegovih funkcija `ppIq,
čija je norma u Banahovom prostoru svih funkcionala na `ppIq (označavaćemo ovaj pro-
stor sa `ppIq˚) jednaka normi funkcije g P `qpIq. Štavǐse, može se definisati izometrički
izomorfizam q ÞÑ q˚ izmed̄u prostora `qpIq i `ppIq˚ pa se dualni Banahov prostor `ppIq˚
može poistovetiti sa prostorom `qpIq. Ovaj rezultat je opšte poznat u literaturi. Kada
je p “ 2 tada je i dualni eksponent q “ 2, pa dualno uparivanje za dva prostora `2pIq
ima osobine skalarnog proizvoda. U odnosu na ovaj skalarni proizvod, Banahov pro-
stor `2pIq je Hilbertov prostor. Ovaj specijalan slučaj, kada je p “ 2, neće posebno
biti ispitivan u ovoj disertaciji. Prirodno je očekivati da će osobine uopštenih majoriza-
cionih relacija na Hilbertovom prostoru `2pIq biti još ”bliže“ odgovarajućim osobinama
konačno-dimenzionalne majorizacije, i ova tematika će biti predmet istraživanja autora u
budućnosti.
Za proizvoljno izabrano i P I, funkcija ei očigledno pripada prostoru `
ppIq, za svako
p P r1,8s. Zato se za svaku funkciju `ppIq, p P r1,8q mogu dualno upariti funkcije f
i ei (pri čemu funkciju ei posmatramo kao element dualnog prostora `












Skup svih pozitivnih funkcija (sa pozitivnim vrednostima u slici) je
`ppIq` :“ tf P `ppIq | fpiq ě 0, @i P Iu .
Prostor `ppIq je ured̄en Banahov prostor (Banahova rešetka) sa prirodnim parcijalnim
ured̄enjem definisanim na realnim funkcijama iz I u R na sledeći način:
f ď g ako važi fpjq ď gpjq, @j P I p tj. pg ´ fq P `ppIq`q.
Operator A : `ppJq ÝÑ `ppIq, p P r1,8q je pozitivan (čuva pozitivnost), ako važi Ag P
`ppIq` za svaku pozitivnu funkciju g P `ppJq`. Neka je na dalje q dualni eksponent od
p P r1,8q. Operator A˚ : `qpIq ÝÑ `qpJq je adjungovani operator operatora A : `ppJq ÝÑ
`ppIq, p P r1,8q, ako važi xAf, gy “ xf, A˚gy, @f P `ppJq, @g P `qpIq.
Niz funkcija pfkqkPN, fk P `
ppIq konvergira ka funkciji f P `ppIq u slaboj topologiji
Banahovog prostora `ppIq, ako važi
lim
kÑ8
xfk, gy “ xf, gy, @g P `
q
pIq.
Naredne definicije stohastičkih operatora, majorizacije i linearnih očuvanja majorizacije
su uveli u radovima [13, 14] Behrami, Bajati i Manjegani, na prostorima `ppIq, kada je
p P r1,8q ali i na prostoru ograničenih nizova `8.
Definicija 1.2.2. [13, Definicija 2.1.] Neka je p P r1,8q, i pretpostavimo da je A :
`ppJq ÝÑ `ppIq ograničen linearan operator, pri čemu su I i J dva neprazna skupa.
Operator A se naziva:
1) stohastički po vrstama, ako je operator A pozitivan, i važi @i P I,
ř
jPJ
xAej, eiy “ 1;
2) stohastički po kolonama, ako je operator A pozitivan, i važi @j P J ,
ř
iPI
xAej, eiy “ 1;
3) dvostruko stohastički, ako je operator A stohastički po vrstama i stohastički po
kolonama;
4) permutacija, ako postoji bijekcija θ : J ÝÑ I za koju važi Aej “ eθpjq, za svako
j P J .
U narednom tvd̄enju je pokazano da je operator dvostruko stohastički ako i samo ako
su skupovi I i J iz prethodne definicije iste kardinalnosti, tj. ako postoji bijekcija izmed̄u
skupova I i J . Iz tog razloga je dovoljno posmatrati samo dvostruko stohastičke operatore
definisane na `ppIq.
Teorema 1.2.3. [13, Teorema 2.2] Neka su I i J dva proizvoljno izabrana neprazna
skupa i p P r1,8q. Tada postoji dvostruko stohastički operator D : `ppJq Ñ `ppIq ako i
samo ako je cardpIq “ cardpJq.
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Skup svih stohastičkih operatora po vrstama, stohastičkih po kolonama, dvostruko
stohastičkih operatora i permutacija na prostoru `ppIq, označavaćemo respektivno sa
RSp`ppIqq , CSp`ppIqq, DSp`ppIqq i P p`ppIqq.
Definicija 1.2.4. [13, Definicija 3.1.] Neka je p P r1,8q. Za dve funkcije f, g P `ppIq,
funkcija f je majorizovana funkcijom g, i to označavamo sa f ă g, ako postoji dvostruko
stohastički operator D P DSp`ppIqq tako da je f “ Dg.
U narednim definicijama biće I “ N, pa ćemo kraće umesto `ppNq pisati `p.
Definicija 1.2.5. [14, Definicija 2.1.] Neka je A : `8 ÝÑ `8 ograničen linearan operator.
Operator A se naziva dvostruko stohastički ako postoji dvostruko stohastički operator
A0 P DSp`
1q tako da je A “ A˚0 .
Definicija 1.2.6. [14, Definicija 2.4.] Za dve funkcije f, g P `8, funkcija f je majorizovana
funkcijom g, i to označavamo sa f ă g, ako postoji dvostruko stohastički operator D P
DSp`8q tako da je f “ Dg.
U prethodnom delu smo definisali pojam linearnog očuvanja neke relacije. Sada ćemo
tu definiciju prilagoditi konkretnoj relaciji majorizacije.
Definicija 1.2.7. Ograničen linearan operator T : `ppIq Ñ `ppIq se naziva linearno
očuvanje majorizacione relacije na prostoru `ppIq, ako za dve funkcije f, g P `ppIq, ma-
jorizacija f ă g povlači majorizaciju Tf ă Tg.
Skup svih linearnih očuvanja majorizacije označavaćemo sa Mprp`ppIqq.
Sada, predstavljamo neke rezultate prikazane u radovima [13,14] na koje ćemo se često
pozivati u ovoj disertaciji, bilo zbog povezanosti sa konkretnim rezultatima ove disertacije,
bilo zbog direktne primene u dokazima tvrd̄enja koja slede.
Lema 1.2.8. [13, Lema 2.3.] Neka je p P r1,8q. Pretpostavimo da je A : `ppIq ÝÑ `ppIq
pozitivan ograničen linearan operator. Tada je




















Na osnovu definicije dvostruko stohastičkog operatora, vidi se da je kod ovih operatora
suma svih elemenata u proizvoljnoj ”vrsti“ ili u proizvoljnoj ”koloni“ uvek jednaka jedan.
Postavlja se pitanje da li se proizvoljna familija taij | i, j P Iu pozitivnih brojeva, uko-
liko zadovoljava uslov da je suma svih elemenata u proizvoljnoj ”vrsti“ ili u proizvoljnoj
”koloni“ jednaka jedan, može posmatrati kao dvostruko stohastički (matrični) operator?
Potvrdan odgovor na ovo pitanje daje naredna teorema.
Teorema 1.2.10. [13, Propozicija 2.6] Neka je p P r1,8q, i neka je taij | i, j P Iu








pri čemu je I proizvoljno izabran neprazan skup. Tada postoji jedinstveno odred̄en dvostruko
stohastički operator A P DSp`ppIqq takav da je
p@i P Iq p@j P Iq xAej, eiy “ aij.
Kao uopštenje prethodnog rezultata, dovoljni uslovi da se proizvoljna familija može
posmatrati kao ograničen linearan operator, definisan kao matrični operator, biće prikazani
u poslednjoj glavi ove disertacije.
Teorema 1.2.11. [13, Teorema 2.4.] Neka je p P r1,8q. Ako operatori A i B pripadaju
skupu RSp`ppIqq, tada operator AB P RSp`ppIqq, to jest, skup RSp`ppIqq je zatvoren za
kompoziciju. Isti zaključak se može izvesti i za skupove CSp`ppIqq i DSp`ppIqq.
Teorema 1.2.12. [13, Teorema 3.5.] Za dve funkcije f, g P `ppIq, p P r1,8q, sledeći
uslovi su ekvivalentni:
1) f ă g i g ă f ;
2) Postoji permutacija P P P p`ppIqq tako da je f “ Pg.
Teorema 1.2.13. [13, Teorema 4.9.] Neka je I beskonačan skup i p P p1,8q. Za ograničen
linearan operator T na prostoru `ppIq, sledeći uslovi su ekvivalentini:
1) T PMprp`ppIqq;
2) Za sve j1, j2 P I sledi da je Tej1 ă Tej2 i Tej2 ă Tej1 , i za svako i P I postoji najvǐse




αiPσi , gde je I0 prebrojiv podskup skupa I, pαiqiPI0 je funkcija iz `
ppI0q
i tσi : I Ñ I | i P I0u je familija koju čine jedan-jedan funkcije tako da za sve
i1, i2 P I0, i1 ‰ i2 važi σi1pIq X σi2pIq “ H.
Teorema 1.2.14. [13, Propozicija 5.9] Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan
operator, gde je I beskonačan skup. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) T PMprp`1pIqq;
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2) Postoje operatori T1 PM1prp`1pIqq i T2 PM2prp`1pIqq i disjunktni skupovi I1, I2 Ă I,
I1 Y I2 “ I tako da je T “ T1 ` T2 pri čemu su operatori T1, T2 odred̄eni na sledeći
način:
xT1f, ei2y “ xT2f, ei1y “ 0, @f P `
1
pIq, @i1 P I1, @i2 P I2;
3) Postoji najvǐse prebrojiv skup I0 Ă I i postoji familija
Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju
koja sadrži jedan-jedan funkcije sa med̄usobno disjunktnim slikama θk P Θ, @k P I0,
i postoji funkcija pλiqiPI0 P `





gde je Thpfq :“ h
ř
kPI0
fpkq, za funkciju h P `1pIq za koju je xh, ejy “ 0, za svako
j P θipIq i za svako i P I0;
4) Tej ă Tek i Tek ă Tej, @k, j P I, i za svako i P I, ili postoji tačno jedno j P I za




Standardna majorizacija i stohastički
operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima
U prvom delu Glave 2, biće uspostavljena bliska veza izmed̄u standardne majorizacije i
dvostruko stohastičkih operatora, kao nastavak istraživanja započetog u radu [13]. Naime,
na osnovu rezultata iz uvodnog dela, lako se može zaključiti da je uopštena relacija sta-
ndardne majorizacije na Banahovom prostoru `ppIq pre-ured̄enje, a ukoliko se poistovete
sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada se majorizaciona relacija može
posmatrati kao parcijalno ured̄enje.
Lema 2.0.15. Majorizacijona relacija ”ă“ iz Definicije 1.2.4, kada je p P r1,8q, je
refleksivna i tranzitivna relacija tj. ”ă“ je pre-ured̄enje. Specijalno, ako poistovetimo sve
funkcije iz prostora `ppIq koje se razlikuju do na permutaciju tada možemo posmatrati
majorizacionu relaciju kao parcijalno ured̄enje.
Dokaz. Za proizvoljno f P `ppIq, f “ If povlači f ă f , jer je jedinični operator I
dvostruko stohastički, pa sledi da je ”ă“ refleksivna relacija.
Tranzitivnost sledi na osnovu Teoreme 1.2.11. Preciznije, ako je f ă g i g ă h tada
postoje A,B P DSp`ppIqq tako da je f “ Ag, g “ Bh pa je f “ ABh. Pošto znamo da je
skup DSp`ppIqq zatvoren za kompoziciju, stoga važi f ă h.
Ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada sledi po
Teoremi 1.2.12 da je ”ă“ antisimetrična relacija.
2.1 Osobine stohastičkih operatora i majorizacije
U narednim definicijama biće uvedeni pojmovi stohastičkih operatora po vrstama i po
kolonama kao i pojam dvostruko stohastičkog operatora na prostoru `8pIq, i biće proširen
pojam relacije majorizacije na funkcijama iz posmatranog prostora.
Definicija 2.1.1. Neka je A : `8pIq ÝÑ `8pIq ograničen linearan operator. Operator A
je
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Standardna majorizacija i stohastički operatori na diskretnim Lebegovim prostorima
1) stohastički po vrstama, ako postoji stohastički operator po kolonama A0 P CSp`
1pIqq
takav da je A “ A˚0 .
2) stohastički po kolonama, ako postoji stohastički operator po vrstama A0 P RSp`
1pIqq
takav da je A “ A˚0 .
3) dvostruko stohastički, ako postoji dvostruko stohastički operator A0 P DSp`
1pIqq
takav da je A “ A˚0 .
Kao što znamo, A “ A˚0 ako za svake dve funkcije f P `
8pIq i g P `1pIq je
xg, Afy “ xA0g, fy,
pri čemu sa
x¨, ¨y : `1pIq ˆ `8pIq ÝÑ R
označavamo dualno uparivanje prostora `1pIq sa svojim dualnim prostorom `8pIq.
Na dalje ćemo stohastičke operatore po vrstama, po kolonama, kao i dvostruko sto-
hastičke operatore na `8pIq označavati respektivno, saRSp`8pIqq, CSp`8pIqq iDSp`8pIqq.
U sledećoj teoremi pokazaćemo se da su svi gore uvedeni skupovi stohastičkih operatora
konveksni.
Teorema 2.1.2. Neka je p P r1,8s. Tada su RSp`ppIqq, CSp`ppIqq i DSp`ppIqq konveksni
skupovi.
Dokaz. Pokazaćemo da je RSp`ppIqq konveksan skup, to jest da je proizvoljna konveksna
kombinacija dva operatora A,C P RSp`ppIqq takod̄e dvostruko stohastički operator po
vrstama. Dakle treba pokazati da je B :“ tA ` p1 ´ tqC P RSp`ppIqq za svako t P r0, 1s.
Za t “ 0 ili t “ 1, B P RSp`ppIqq očigledno. Nek je sada t P p0, 1q. Lako zaključujemo da
je B ograničen linearan operator na `ppIq.
Prvo, neka je p P r1,8q. Kako su A i C pozitivni operatori, to jest, f ě 0 povlači
Af ě 0 i Cf ě 0, za svako f P `ppIq, može se zaključiti da je B takod̄e pozitivan operator










xAej, eiy ` p1´ tq
ÿ
jPI
xCej, eiy “ 1
jer su A i C stohastički po vrstama, stoga je i operator B stohastički po vrstama, dakle
RSp`ppIqq je konveksan skup.
Okrećemo se slučaju p “ 8. Postoje operatori A0, C0 P CSp`
1pIqq takvi da je A “ A˚0




xBej, eiy “ t
ÿ
jPI







xej, A0eiy ` p1´ tq
ÿ
jPI
xej, C0eiy “ 1,
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pa je RSp`8pIqq konveksan skup.
N sličan način možemo zaključiti da ako A,C P CSp`ppIqq, p P r1,8s, tada je B P
CSp`ppIqq pa je i CSp`ppIqq konveksan skup. Slično, sledi da je skup DSp`ppIqq takod̄e
konveksan.
Teorema 2.1.3. Skup RSp`8pIqq je zatvoren za kompoziciju, tj. ako je A,B P RSp`8pIqq,
tada je AB P RSp`8pIqq. Isti zaključak važi i za skupove CSp`8pIqq i DSp`8pIqq.
Dokaz. Neka je A,B P RSp`8pIqq. Postoje operatori A0, B0 P CSp`
1pIqq takvi da je
A “ A˚0 i B “ B
˚








0 ej, eiy “
ÿ
jPI
xB˚0 ej, A0eiy “
ÿ
jPI
xej, B0A0eiy “ 1
jer je operator B0A0 P CSp`
1pIqq po Teoremi 1.2.11. Ostatak teoreme se dokazuje na
sličan način.
Definicija 2.1.4. Neka su date funkcije f, g P `8pIq. Funkcija f je majorizovana funkci-
jom g, ako postoji dvostruko stohastički operator D P DSp`8pIqq takav da je f “ Dg, i
to označavamo sa f ă g.
Lema 2.1.5. Majorizaciona relacija ”ă“ uvedena u Definiciji 2.1.4, je refleksivna i
tranzitivna relacija tj. ”ă“ je pre-ured̄enje.
Dokaz. Refleksivnost je očigledna. Tranzitivnost sledi iz Teoreme 2.1.3.
Ne možemo posmatrati majorizacionu relaciju ”ă“ na prostoru `8pIq kao parcijalno
ured̄enje, jer na osnovu [14, Primer 2.6.] postoje dve funkcije za koje važi f ă g i g ă h
ali se ne razlikuju do na permutaciju.
Lema 2.1.6. Neka je p P r1,8q i neka je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen linearan operator.
Ako je A P DSp`ppIqq tada je Af ă f , @f P `ppIq. Obrnuto, ako je Af ă f , @f P `ppIq,
tada je A P CSp`ppIqq.
Dokaz. Neka je A P DSp`ppIqq. Ako definǐsemo D :“ A, jasno sledi da je Af “ Df i
D P DSp`ppIqq, stoga Af ă f , @f P `ppIq.
S druge strane, neka je Af ă f , @f P `ppIq. Prvo dokazujemo da je operator A











na osnovu neprekidnosti operatora A. Kako je xf, eiy ě 0, @i P I, to mora da postoji bar
jedno m P I, tako da Aem ě 0 nije zadovoljeno. Med̄utim, za em postoji Dm P DSp`
ppIqq
tako da je Aem “ Dem ě 0 jer je em ě 0 i D je pozitivan. Dobili smo kontradikciju, dakle
operator A mora biti pozitivan.
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Ponovo, neka je Af ă f , @f P `ppIq. Sada je Aej ă ej, @j P I, i postoje operatori
Dj P DSp`







xDjej, eiy “ 1,
jer je Dj P DSp`
ppIqq Ă CSp`ppIqq, pa je A P CSp`ppIqq.
U konačno-dimenzionalnom slučaju relacija Ax ă x za svako x P Rn povlači da matrica
A mora biti dvostruko stohastička (Teorema 1.1.10). Med̄utim, ukoliko pretpostavimo
da je I beskonačan skup, tada operator T ne mora biti dvostruko stohastički i ako je
zadovoljena relacija Af ă f za svako f P `ppIq. Na primer, neka je I neprebrojiv skup,
i neka je za dato k P I definisana bijekcija ω : Iztku Ñ I. Ako je definisan ograničen
linearan operator T : `ppIq Ñ `ppIq na sledeći način:
Tfpiq :“
"
fpωpiqq, i ‰ k
0, i “ k,
za svako f P `ppIq, zaključujemo da za svako f P `ppIq postoji permutacija P P P p`ppIqq
tako da je Tf “ Pf , tj. važi Tf ă f . Med̄utim, T nije dvostruko stohastički operator
jer na osnovu same definicije operatora T je Tejpiq “ 0, za svako j P I, to jest
ÿ
jPI
xTej, eiy “ 0.
Sledeća teorema obezbed̄uje potrebne i dovoljne uslove da proizvoljan ograničen line-
aran operator bude dvostruko stohastički.
Teorema 2.1.7. Neka je p P r1,8q i neka je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen linearan
operator. Važi A P DSp`ppIqq ako i samo ako je Af ă f , @f P `ppIq i A˚g ă g,
@g P `qpIq, gde je q konjugovani eksponent od p.
Dokaz. Neka je A P DSp`ppIqq, pri čemu je p P r1,8q proizvoljno izabran. Očigledno je
Af ă f , @f P `ppIq, po Lemi 2.1.6.






gde je 0 ď g P `qpIq. Dakle, operator A˚ je pozitivan. Na osnovu definicija adjungovanog
i dvostruko stohatičkog operatora lako se vidi da je A˚ P DSp`qpIqq. Sada je A˚g ă g,
@g P `qpIq na osnovu Leme 2.1.6.
Ako je p “ 1 i q “ 8, tada je A˚ P DSp`8pIqq po Definiciji 2.1.1 dvostruko stohastičkog
operatora na prostoru `8pIq i činjenice da važi A P DSp`1pIqq po pretpostavci teoreme.
Ukoliko stavimo da je D :“ A˚ to je A˚g “ Dg, @g P `8pIq, pa je A˚g ă g, @g P `8pIq,
na osnovu Definicije 2.1.4.
Obrnuto, neka je Af ă f , @f P `ppIq, p P r1,8q, i A˚g ă g, @g P `qpIq. Ponovo, na
osnovu Leme 2.1.6 je A P CSp`ppIqq. Ostaje da se pokaže da je A P RSp`ppIqq.
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˚eiy “ 1, @i P I pa je A P RSp`
ppIqq.
Ako je p “ 1 i q “ 8, tada postoje operatori Di P DSp`
8pIqq i Bi P DSp`
1pIqq, @i P I,
tako da je Diei “ A
˚ei i Di “ B
˚













xBiej, eiy “ 1
@i P I, pa važi A P RSp`1pIqq. Dakle, A P DSp`ppIqq.
Posledica 2.1.8. Neka je p P r1,8q i neka je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen linearan
operator. Ako je A P DSp`ppIqq tada je A˚ P DSp`qpIqq, gde je q konjugovani eksponent
od p.
Dokaz. Sledi direktno iz dokaza Teoreme 2.1.7.
Posledica 2.1.9. Neka je p P r1,8q i neka je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen linearan
operator. Ako je Af ă f , @f P tei | i P Iu, tada je A P CSp`
ppIqq. Ako je dodatno,
A˚f ă f , @f P tei | i P Iu, tada je A P DSp`
ppIqq.
Dokaz. Ako analiziramo dokaze Lemme 2.1.6 i Teoreme 2.1.7, lako se proverava da su
Af ă f i A˚f ă f , kada je f P tei | i P Iu, dovoljni uslovi da operator A bude dvostruko
stohastički.
U konačno-dimenzionalnom slučaju kada je cardpIq “ n P N i kada je p “ 2, dvostruko
stohastički operator A postaje dvostruko stohastička matrica A “ raijs P Mn i važi
A˚ “ AT . Ako je Ax ă x, za svako x P Rn, primenom majorizacione relacije na vektor




aij “ 1, @i P N. Zbog ove
činjenice i Leme 2.1.6, operator A je dvostruko stohastička matrica, pa je i A˚ dvostruko
stohastička matrica takod̄e, na osnovu Posledice 2.1.8. Sada, na osnovu Leme 2.1.6 je
A˚x ă x, za svako x P Rn. Dakle, sledeći rezultat sledi kao posledica Teoreme 2.1.7.
Naglašavamo da je Teorema 1.1.10 analogna sa narednom Posledicom 2.1.10.
Posledica 2.1.10. Proizvoljna nˆ n matrica A je dvostruko stohastička ako i samo ako
je Ax ă x za sve vektore x P Rn.
Sledeći rezultat daje dovoljne uslove da invertibilan dvostruko stohastički operator
bude permutacija i predstavlja uopštenje Teoreme 1.1.13.
Teorema 2.1.11. Neka je p P r1,8q i neka je dat operator P : `ppIq ÝÑ `ppIq koji je
dvostruko stohastički. Ako je P invertibilan i ako je P´1 P DSp`ppIqq tada je operator P
permutacija.
Dokaz. Kako je P P DSp`ppIqq stoga je Pf ă f na osnovu Leme 2.1.6, za svako f P `ppIq.
Slično, P´1 P DSp`ppIqq i f “ P´1Pf povlači da je f ă Pf , za svako f P `ppIq. Sledi na
osnovu Teoreme 1.2.12 da postoje permutacije Qf P DSp`
ppIqq takve da je Qff “ Pf ,
@f P `ppIq.
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Dokazaćemo da je P permutacija. Pretpostavimo suprotno, neka postoje elementi
r, s P I za koje je xPes, ery P p0, 1q. Za funkciju f :“ es, postoji permutacijaQes P P p`
ppIqq
za koju je Pes “ Qeses “ ek, za svako k P I.
Sada sledi da je
ekprq “ pPesqprq “
ÿ
jPI
espjqxPej, ery “ xPes, ery P p0, 1q,
što je nemoguće na osnovu definicije funkcije ek. Dakle, xPej, eiy P t0, 1u, @i, j P I.
Kako je P P DSp`ppIqq dobijamo da za svako i P I postoji samo jedno j P I za koje je
xPej, eiy “ 1, i slično, za svako j P I postoji samo jedno i P I za koje je xPej, eiy “ 1.
Definisaćemo funkciju θ : I ÝÑ I da važi θpjq “ i, kada je xPej, eiy “ 1. Lako se
proverava da je θ bijekcija i da je Pej “ eθpjq, dakle P je permutacija.
2.2 Operatorska majorizacija
Uvešćemo pojam majorizacione relacije med̄u dvostruko stohastičkim operatorima na
`ppIq, p P r1,8q kao uopštenje majorizacije na dvostruko stohastičkim matricama. Na
osnovu ovog uopštenja biće preformulisana Kakutanijeva hipoteza, i biće prezentovani
uslovi pod kojima je ova hipoteza tačna, za posmatrani beskonačno-dimenzionalni slučaj.
Definicija 2.2.1. Neka je p P r1,8q. Za dva operatora D1, D2 P DSp`
ppIqq, operator
D1 je majorizovan operatorom D2, i to označavamo sa D1 C D2, ako postoji dvostruko
stohastički operator D3 P DSp`
ppIqq takav da je D1 “ D3D2.
Lema 2.2.2. Majorizaciona relacija ”C“ uvedena u Definiciji 2.2.1 je refleksivna i tranzi-
tivna relacija, tj. ”C“ je pre-ured̄enje. Specijalno, ukoliko se posmatraju samo surjektivni
operatori i poistovete se svi oni operatori koji se razlikuju do na permutaciju tada je ”C“
antisimetrična relacija na posmatranom podskupu skupa DSp`ppIqq, pa možemo posmatrati
”C“ kao parcijalno ured̄enje.
Dokaz. Na osnovu D “ ID, @D P DSp`ppIqq, gde smo sa I označili jedinični opera-
tor, koji je očigledno dvostruko stohastički, sledi da je ”C“ refleksivna relacija. Neka
je D1, D2, D3 P DSp`
ppIqq. Ako je D1 C D2 i D2 C D3 tada postoje operatori D4, D5 P
DSp`ppIqq tako da je D1 “ D4D2 i D2 “ D5D3. Sada je D1 “ D4D5D3 pa je D1 C D3
na osnovu Teoreme 1.2.11, koja nam govori da je skup dvostruko stohastičkih opera-
tora zatvoren za kompoziciju. Na sličan način, ako je D1 C D2 i D2 C D1 tada je
D1 “ ABD1 i D2 “ BAD2, gde je D1 “ AD2, D2 “ BD1 i A,B P DSp`
ppIqq. Ako
je RpD1q “ RpD2q “ `
ppIq tada je A “ B´1, pa je A,B P P p`ppIqq po Teoremi 2.1.11.
Ako je D1 CD2, tada po definiciji postoji D3 P DSp`ppIqq tako da je D1 “ D3D2 tj.
D1f “ D3D2f , @f P `
ppIq, pa je D1f ă D2f , @f P `
ppIq. Dakle majorizacija izmed̄u
dva stohastička operatora povlači majorizaciju izmed̄u svake dve funkcije koje se dobijaju
kao slike jedne proizvoljne funkcije za ta dva operatora. Suprotan smer ovog tvrd̄enja za
matrice je formulisao Kakutani (videti [77], strana 70).
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2.2.1 Uopštena Kakutanijeva hipoteza
Pretpostavka 2.2.3. Neka je p P r1,8q i neka su D1, D2 P DSp`
ppIqq. Ako za svaku
funkciju f P `ppIq važi da je D1f ă D2f , tada je D1 CD2.
Ova hipoteza u opštem slučaju nije tačna u ovom izvornom obliku, jer je invertibilnost
operatora D2 esencijalna, i neophodnost ovog uslova u konačno-dimenzionalnom slučaju
je prikazana u kontra primeru koji se može naći u radu [100]. U skladu sa tim, operator
D2 takod̄e mora biti invertibilan i u našem proširenju Kakutanijeve hipoteze (videti [17,
Primer 9]). Ukoliko pokažemo da egzistencija dvostruko stohastičkog operatora D3f P
DSp`ppIqq, @f P `ppIq za koji je D1f “ D
3
fD2f povlači i egzistenciju operatora D3 P
DSp`ppIqq tako da važi D1 “ D3D2, tada je posao završen. U sledećoj teoremi ćemo
dokazati ovu hipotezu, pod dodatnom pretpostavkom da je operator D´12 stohastički po
vrstama.
Teorema 2.2.4. Neka je p P r1,8q, D1, D2 P DSp`
ppIqq i neka je D2 invertibilan operator
za koji je D´12 P RSp`
ppIqq. Ako za svako f P `ppIq važi D1f ă D2f , tada je D1 CD2.
Dokaz. Neka je D1f ă D2f za svako f P `
ppIq. Znamo da za proizvoljno g P RpD2q
postoji f P `ppIq tako da je g “ D2f .
Neka je preslikavanje Ψ : RpD2q ÝÑ `
ppIq definisano sa
Ψg “ D1f, @f P `
p
pIq,
gde je g “ D2f . Domen preslikavanja Ψ je ceo Banahov prostor `
ppIq jer je operator
D2 invertibilan. Dakle, RpD2q “ `
ppIq i sledi Ψ : `ppIq ÝÑ `ppIq. Izaberimo proizvoljne
funkcije f, f1, f2 P `
ppIq i fiksirajmo g “ D2f , g1 “ D2f1 i g2 “ D2f2.
Prvo ćemo proveriti da je preslikavanje Ψ dobro definisano. Neka je g1 “ g2. Treba
pokazati da je Ψg1 “ D1f1 “ D1f2 “ Ψg2. Iz D2f1 “ D2f2, to sledi da je D2pf1´ f2q “ 0
na osnovu linearnosti operatora D2. Takod̄e je D1pf1 ´ f2q ă D2pf1 ´ f2q na osnovu
pretpostavke. Sada D1pf1 ´ f2q “ 0 pa je Ψg1 “ Ψg2.
Na osnovu linearnosti operatora D1 i D2 dobijamo
Ψpαgq “ ΨpD2pαfqq “ D1pαfq “ αΨg
kada je α P R. Dalje,
Ψpg1 ` g2q “ ΨpD2pf1 ` f2qq “ D1pf1 ` f2q “ D1f1 `D1f2 “ Ψg1 `Ψg2
pa možemo zaključiti da je operator Ψ linearan. Takod̄e,










2 } i }Ψ} ď }D1}}D
´1
2 }, pa zaključujemo da je preslikavanje Ψ
ograničeno. Štavǐse, }Ψ} ď }D´12 } jer je norma dvostruko stohastičkog operatora najvǐse
jedan, po Lemi 1.2.9.
23
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Ako je dodatno g “ D2f ě 0, sledi da postoji D
3
f P DSp`





fg ě 0, jer je operator D
3
f pozitivan, pa je Ψ pozitivno preslikavanje.
Neka je j P I proizvoljno izabrano, i neka je aj “ D
´1
2 ej P `




















2 ej, eiy “
ÿ
iPI
xD3ajej, eiy “ 1
jer je D3aj P DSp`
ppIqq, pa sledi Ψ P CSp`ppIqq. Operator D˚1 je dvostruko stohastički, po









xei, D1eky “ 1,
pa je D˚1ei P `


































po Lemi 1.2.8, jer je D˚1ei P `
1pIq i D´12 je stohastički po vrstama. Konačno, Ψ P
DSp`ppIqq, dakle D3 :“ Ψ je željeni operator za koji je D1 “ D3D2. Sledi da je D1 C
D2.
Pitanje: Da li za dva proizvoljno izabrana operatora D1, D2 P DSp`
ppIqq gde je
D2 invertibilan operator, majorizacija D1f ă D2f za svaku funkciju f P `
ppIq, povlači




Potvrdan odgovor na postavljeno pitanje je dao Bajati u radu [17].
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Glava 3
Slaba majorizacija i substohastički
operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima
3.1 Substohastički operatori
U prvom Glave 3 biće proširen pojam dvostruko substohastičkog operatora sa ciljem
da se uopšti slaba majorizaciona relacija na skupu pozitivnih funkcija koje pripadaju
diskretnom Lebegovom prostoru `ppIq. U drugom delu ove glave, biće prikazana forma
linearnog očuvanja slabe majorizacije, kada je I beskonačan skup.
Na samom početku, dajemo definicije substohastičkih operatora definisanih na pros-
toru `ppJq sa slikom u `ppIq, pri čemu su I i J unapred zadati proizvoljni neprazni skupovi.
Definicija 3.1.1. Neka je p P r1,8q i neka je A : `ppJq ÝÑ `ppIq ograničen linearan
operator, pri čemu su I i J dva prizvoljna neprazna skupa. Operator A je
1) substohastički po vrstama, ako je A pozitivan i @i P I,
ř
jPJ
xAej, eiy ď 1;
2) substohastički po kolonama, ako je A pozitivan i @j P J ,
ř
iPI
xAej, eiy ď 1;
3) dvostruko substohastički, ako je A substohastički operator po vrstama i po kolonama;




eθpjq, j P J1
0, inače.
Skup svih substohastičkih operatora po vrstama, po kolonama, skup svih dvostruko
substohastičkih operatora, kao i skup svih parcijalnih permutacija iz `ppJq u `ppIq za fiksir-
ano p P r1,8q označavaćemo sa RsSp`ppJ, Iqq, CsSp`ppJ, Iqq, DsSp`ppJ, Iqq i pP p`ppJ, Iqq,
respektivno. Ako je J “ I, tada ćemo koristiti uprošćeno označavanje, na primer, skup
svih substohastičkih operatora po vrstama iz `ppIq u `ppIq, ćemo označavati sa RsSp`ppIqq.
Isto važi i za skup svih substohastičkih operatora po kolonama, dvostruko substohastičkih
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operatora i parcijalnih permutacija. Lako je zaključiti da važi RSp`ppIqq Ă RsSp`ppIqq,
CSp`ppIqq Ă CsSp`ppIqq, DSp`ppIqq Ă DsSp`ppIqq i P p`ppIqq Ă pP p`ppIqq. Takod̄e,
DsSp`ppIqq Ă RsSp`ppIqq, DsSp`ppIqq Ă CsSp`ppIqq i pP p`ppIqq Ă DsSp`ppIqq.
Napomena 3.1.2. Ako je data n ˆ n dvostruko substohastička matrica A “ paijq, tada
postoji dvostruko stohastička matrica D “ pdijq tako da je aij ď dij, 1 ď i, j ď n. Ovu
teoremu je dokazao poznati matematičar fon Nojman i prikazana je u uvodnom delu.
Med̄utim, za dvostruko substohastički operator A : `ppNq Ñ `ppNq definisan sa
xAej, eiy “
"
1, i´ j “ 1
0, otherwise,
ne postoji operator D P DSp`ppIqq za koji važi xAej, eiy ď xDej, eiy, @i, j P N. Dakle,
analogno tvrd̄enje za diskretne Lebegove funkcije ne važi.
Naredna lema je pomoćnog karaktera na osnovu koje će biti pokazana Lema 3.1.4.




gpiqxf, eiy, @f P l
p
pIq.
Dokaz. Neka je q P p1,8s konjugovani eksponent od p P r1,8q. Neka je g P `1pIq Ă `qpIq
proizvoljno izabrana funkcija koja ima reprezentaciju g “
ř
iPI
gpiqei. Kao što znamo,
preslikavanje f ÝÑ xf, gy :“
ř
iPI




















gde je Mf “ sup
iPI



























gpiqxf, eiy, @f P l
p
pIq.
Sledeća lema koja se odnosi za stohastičke operatore po vrstama i po kolonama iz
`ppJq u `ppIq je dobijena po analogiji sa Lemom 1.2.8.
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Lema 3.1.4. Neka je p P r1,8q, i neka je A : `ppJq ÝÑ `ppIq pozitivan ograničen linearan
operator. Tada






































Dokaz. Neka je p P r1,8q.
















Sada, možemo izvrsiti promenu redosleda sumiranja što je omogućeno Fubinijevom teo-





















































Suprotan smer sledi direktno po definiciji substohastičkog operatora po vrstama uko-
liko postavimo vrednost funkcije f :“ ei, pri čemu je i P I proizvoljno izabrano.






















Kako je A˚ei P `
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Suprotan smer sledi direktno po definiciji substohastičkog operatora po kolonama uko-
liko je f :“ ej, pri čemu je j P I.
Posledica 3.1.5. Neka je p P r1,8q, i pretpostavimo da je A : `ppJq ÝÑ `ppIq pozitivan
ograničen linearan operator. Tada:
















Dokaz. Dokaz je očigledan.
Posledica 3.1.5 pretstavlja uopštenje Leme 1.2.8 za pozitivne funkcije f P `1pIq` i za
dvostruko substohastičke operatore iz `ppJq u `ppIq.
Teorema 3.1.6. Neka je p P r1,8q. Skup RsSp`ppIqq je zatvoren za kompoziciju, tj., ako
A i B pripadaju skupu RsSp`ppIqq, tada i operator AB pripada skupu RsSp`ppIqq. Isti
zaključak važi i za skupove CsSp`ppIqq i DsSp`ppIqq.









xAej, eiy ď 1,
stoga je A˚ei P `













xAek, eiy ď 1.
Očigledno je operator AB pozitivan, pa sledi AB P RsSp`ppIqq.
Neka su A,B P CsSp`ppIqq. S obzirom da je Bej P `










xBej, eky ď 1,
stoga je AB P CsSp`ppIqq.




Dokaz. Neka A P DsSp`ppJ, Iqq, i pretpostavimo da je f P `ppJq proizvoljno izabrana
funkcija.





xAej, eiy, @i P I. (3.1)









Afpiq “ xAf, eiy “
ÿ
jPJ
fpjqxAej, eiy, @i P I,
na osnovu neprekidnosti operatora A. Ukoliko iskoristimo Jensenovu nejednakost za kon-













































|fpjq|pxAej, eiy ď }f}
p
ă 8.
Štavǐse, uz pomoć nejednakosti (3.2), Fubinijeve teoreme i činjenice da je A stohastički







































Na osnovu prethodnog rezultata dobija se posledica koja je istovetna sa Teoremom
1.2.9 iz uvodnog dela.
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Posledica 3.1.8. Norma dvostruko stohastičkog operatora A P DsSp`ppIqq je manja ili
jednaka od 1.
Sledeći rezultat daje blisku vezu izmed̄u dvostruko substohastičkog operatora i familije
pozitivnih realnih brojeva.
Teorema 3.1.9. Neka je p P r1,8q, i pretpostavimo da je taij | i P I, j P Ju familija








pri čemu su I i J proizvoljno izabrani neprazni skupovi. Tada postoji jedinstveno odred̄en
dvostruko substohastički operator A P DsSp`ppJ, Iqq takav da je
p@i P Iq p@j P Iq xAej, eiy “ aij. (3.3)
Dokaz. Neka je f P `ppJq proizvoljno izabrana funkcija koja ima reprezentaciju f “
ř
jPJ




aij, @i P I,
sa ciljem da primenimo Jensenovu nejednakost za konveksnu funkciju hpxq “ |x|p, p P

































|fpjq|paij, @i P I.





















































anjxen, eiy “ aij
za svako i P I, i za svako j P J . Dakle, A P DsSp`ppJ, Iqq.
Pretpostavimo da operator A nije jedinstven, tj. pretpostavimo da postoji još jedan
dvostruko stohastički operator A1 : `
ppJq ÝÑ `ppIq takav da xA1ej, eiy “ aij “ xAej, eiy,
za svako i P I, i za svako j P J . Tada je
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fpjqxAej, eiy “ Afpiq, @i P I.
Stoga zaključujemo da je A jedinstveni dvostruko stohastički operator koji zadovoljava
uslov (3.3).
Neka su I i J dva neprazna skupa. Podsećamo čitaoca da ovi skupovi imaju istu
kardinalnost tj. cardpJq “ cardpIq ako i samo ako postoji dvostruko stohastički operator
A : `ppJq ÝÑ `ppIq, na osnovu Teoreme 1.2.3. Očigledno je dvostruko stohastički oper-
ator i dvostruko substohastički, dakle ako je cardpJq “ cardpIq, tada postoji dvostruko
substohastički operator A : `ppJq ÝÑ `ppIq. Med̄utim, suprotan smer ovog tvrd̄enja u
opštem slučaju ne važi za dvostruko substohastičke operatore, što nam potvrd̄uje sledeći
primer.
Primer 3.1.10. Neka su definisani skupovi I i J na sledeći način, I :“ t1, 2, . . . , ku i
J :“ N, gde je k P N proizvoljno izabran prirodan broj. Definisaćemo ograničen linearan
operator D : `ppJq ÝÑ `ppIq takav da je
xDej, eiy “ δij,
pri čemu je δ Kronekerova delta funkcija. Ovaj operator D je dvostruko substohastički,
med̄utim cardpIq ‰ cardpJq.
Teorema 3.1.11. Neka je p P r1,8q. Tada su RsSp`ppJ, Iqq, CsSp`ppJ, Iqq i DsSp`ppJ, Iqq
konveksni skupovi.
Dokaz. Neka p P r1,8q i pretpostavimo da A,C P RsSp`ppJ, Iqq. Pokazaćemo da B “
tA ` p1 ´ tqC P RsSp`ppJ, Iqq, za svako t P r0, 1s. Očigledno, za t “ 0 ili t “ 1, B P
RsSp`ppJ, Iqq. Neka je t P p0, 1q. Lako se može zaključiti da je B ograničen linearan
operator.
Operatori A i C su pozitivni, pa ako je f P `ppJq`, tada je Af P `ppIq` i Cf P
`ppIq`, dakle B je pozitivan. Sada, za prizvoljno izabrano i P I, s obzirom da su A i C










xAej, eiy ` p1´ tq
ÿ
jPJ
xCej, eiy ď 1,
dakle B je substohastički po vrstama, tj. RsSp`ppJ, Iqq je konveksan skup.
Uz blage izmene u prethodnom razmatranju, može se zaključiti da ako su A,C P
CsSp`ppJ, Iqq, tada za operator B definisan kao u prethodnom delu važi B P CsSp`ppJ, Iqq
što vodi do željenog zaključka da je skup CsSp`ppJ, Iqq konveksan. Slično je iDsSp`ppJ, Iqq
konveksan skup.
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3.2 Slaba majorizacija
Na početku ove sekcije, izvršićemo proširenje pojma slabe majorizacione relacije za
dve proizvoljno izabrane pozitivne funkcije f, g P `ppIq`, gde je p P r1,8q, uz pomoć
dvostruko substohastičkog operatora na diskretnom Lebegovom prostoru `ppIq.
Definicija 3.2.1. Neka je p P r1,8q. Za dve funkcije f, g P `ppIq`, funkcija f je slabo ma-
jorizovana funkcijom g , i to označavamo sa f ăw g, ako postoji dvostruko substohastički
operator D P DsSp`ppIqq, takav da važi f “ Dg.
Lema 3.2.2. Neka p P r1,8q i pretpostavimo da je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen linearan
operator. Ako je A P DsSp`ppIqq tada je Af ăw f , @f P `
ppIq`. Obrnuto, ako je
Af ăw f , @f P `
ppIq`, tada je A P CsSp`ppIqq.
Dokaz. Neka je A P DsSp`ppIqq. Ukoliko definǐsemo operator D da bude D :“ A dobijamo
da je Af “ Df i D P DsSp`ppIqq, stoga sledi Af ăw f , @f P `
ppIq` po definiciji.
S druge strane, neka je Af ăw f , @f P `
ppIq`. U tom slučaju mora biti Af P `ppIq`,
tj. operator A mora biti pozitivan. Dalje, Aej ăw ej, @j P I, pa postoji Dj P DsSp`
ppIqq






xDjej, eiy ď 1, (3.4)
jer je Dj P DsSp`
ppIqq Ă CsSp`ppIqq, pa zaključujemo da je A P CsSp`ppIqq.
U definicijama koje slede, izvršićemo proširenje pojma dvostruko substohastičkih op-
eratora i slabe majorizacione relacije na `8pIq sa ciljem da Teorema 3.2.5 ima željenu
formu.
Definicija 3.2.3. Neka je A : `8pIq ÝÑ `8pIq ograničen linearan operator. Operator A
je dvostruko substohastički ako postoji dvostruko substohastički operator A0 P DsSp`
1pIqq
takav da je A “ A˚0 .
Definicija 3.2.4. Za dve funkcije f, g P `8pIq`, funkcija je f slabo majorizavona funkci-
jom g, i to označavamo sa f ăw g, ako postoji dvostruko substohastički operator D P
DsSp`8pIqq takav da važi f “ Dg.
Teorema 3.2.5. Neka p P r1,8q i pretpostavimo da je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen
linearan operator. A P DsSp`ppIqq ako i samo ako je Af ăw f , @f P `
ppIq` i A˚g ăw g,
@g P `qpIq`, pri čemu je q konjugovani eksponent od p.
Dokaz. Neka je A P DsSp`ppIqq proizvoljno izabran operator. Tada je Af ăw f , @f P
`ppIq`, na osnovu Leme 3.2.2.
Ukoliko je p, q P p1,8q tada je A˚eipjq “ xA










jer je g P `qpIq`. Dakle, operator A˚ je pozitivan. Lako se može proveriti da A˚ P
DsSp`qpIqq po Definiciji 3.1.1 dvostruko substohastičkog operatora. Sledi, A˚g ăw g,
@g P `qpIq` na osnovu Leme 3.2.2.
Ako je p “ 1 i q “ 8 tada je A˚ P DsSp`8pIqq na osnovu Definicije 3.2.3 dvostruko
substohastičkog operatora na `8pIq i činjenice da A P DsSp`1pIqq po pretpostavci teoreme.
Ukoliko izaberemo D da bude D :“ A˚ tada je A˚g “ Dg, @g P `8pIq`, pa važi A˚g ăw g,
@g P `8pIq`, po Definiciji 3.2.4.
Neka je Af ăw f , @f P `
ppIq`, p P r1,8q, i A˚g ăw g, @g P `
qpIq. Sledi, A P
CsSp`ppIqq na osnovu Leme 3.2.2. Ostaje da se pokaže da je A P RsSp`ppIqq. Ako je








@i P I pa je A P RsSp`ppIqq.
Sada se okrećemo slučaju kada je p “ 1 i q “ 8. Sledi da postoje operatori Di P
DsSp`8pIqq i Ci P DsSp`
1pIqq, @i P I, takvi da je Diei “ A
˚ei i Di “ C
˚













xCiej, eiy ď 1
@i P I, pa je A P RsSp`1pIqq. Konačno, dobija se da A P DsSp`ppIqq.
Posledica 3.2.6. Neka p P r1,8q i pretpostavimo da je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen
linearan operator. Ako je A P DsSp`ppIqq, tada je A˚ P DsSp`qpIqq, pri čemu je q
konjugovani eksponent od p.
Dokaz. Sledi direktno na osnovu dokaza Teoreme 3.2.5 i Definicije 3.2.3.
Posledica 3.2.7. Neka p P r1,8q i pretpostavimo da je A : `ppIq ÝÑ `ppIq ograničen
linearan operator.
1) Ako je Af ăw f , @f P tei | i P Iu, tada je A P CsSp`
ppIqq. Ako dodatno važe
relacije A˚f ăw f , @f P tei | i P Iu, tada je A P DsSp`
ppIqq.
2) A P DsSp`ppIqq ako i samo ako je Af ăw f i A
˚f ăw f , @f P tei | i P Iu.
Dokaz. Prvo ćemo pokazati da je operator A pozitivan. Neka je Af ăw f , @f P tei | i P Iu.
Tada mora biti Aei P p`
ppIqq`, @i P I. Ako je f P `ppIq` proizvoljno izabrana funkcija koja
ima svoju reprezentaciju f “
ř
iPI
xf, eiyei, tada je Af “
ř
iPI
xf, eiyAei zbog neprekidnosti
operatora A. Kako je xf, eiy ě 0, @i P I, stoga dobijamo da je Af P p`
ppIqq` što implicira
da je operator A pozitivan. Jasno, A P CsSp`ppIqq, zbog (3.4).
Ukoliko analiziramo dokaz Teoreme 3.2.5, možemo jasno uočiti da su relacije Af ăw f
i A˚f ăw f , kada je f P tei | i P Iu dovoljni uslovi da operator A bude dvostruko
substohastički.
Dokaz drugog dela sledi iz Teoreme 3.2.5.
Naredni rezultat predstavlja uopštenje nejednakosti dokazane od strane Vajla [109] i
Tomića [107].
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Lema 3.2.8. Neka je p P r1,8q i b P p0,8s, i pretpostavimo da je ϕ : r0, bq ÝÑ r0,8q
neprekidna rastuća konveksna funkcija za koju važi ϕp0q “ 0. Za dve funkcije f, g P







Dokaz. Neka je f, g P `ppIq`, fpiq, gpiq ă b, i pretpostavimo da je f ăw g. Stoga postoji












Kako je ϕ neprekidna konveksna funkcija, na osnovu izraza (3.1) možemo zaključiti































Posledica 3.2.9. Neka je f, g P `ppIq`, p P r1,8q i pretpostavimo da je f ăw g i g ăw f .








gde je b P p0,8s i fpiq, gpiq ă b, @i P I.
U sledećem primeru su predstavljene funkcije f P `1pNq` i g P `1pNq` za koje izraz
(3.5) ne povlači majorizacije f ă g i g ă f . Zaključujemo da izraz (3.5) nije dovoljan uslov
za medjusobnu majorizovanost dve funkcije. Med̄utim, s druge strane za date funkcije
med̄usobna slaba majorizovanost je ispunjena, tj. važi f ăw g i g ăw f . Štavǐse, Posledica
3.2.17 pokazuje da je (3.5) potreban i dovoljan uslov da važi f ăw g i g ăw f , za dve
prizvoljno izabrane funkcije f P `1pNq` i g P `1pNq`.




, i gpk ` 1q “
1
kr
, k P N, gp1q “ 0.
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ek`1 generǐsu dva hiperharmonijska
reda koja predstavljaju normu ovih funkcija. Neka je ϕ : r0, bq ÝÑ r0,8q neprekidna

































Pretpostavimo da je D : `1pNq Ñ `1pNq proizvoljno izabran ograničen linearan opera-
tor, takav da je g “ Df . Sada dobijamo da je

















što implicira da je xDek, e1y “ 0, @k P N. Dakle, D ne može biti dvostruko stohastički
operator, pa mora biti g ć f . Med̄utim, za operator A koji je definisan familijom
taij | i, j P Nu na sledeći način
aij “
"
1, i´ j “ 1,
0, otherwise,
važi da je g “ Af . Jasno, A P DsSp`1pNqq, pa je g ăw f . Slično, familija tbij | i, j P Nu,
bij “
"
1, j ´ i “ 1,
0, otherwise,
generǐse operator B P DsSp`1pNqq. Dakle, f “ Bg tj. f ăw g.
Neka je funkcija f P `ppIq` proizvoljno izabrana. Definisaćemo dva disjunktna skupa
I0f i I
`
f na sledeći način:
I0f :“ ti P I | fpiq “ 0u,
I`f :“ ti P I | fpiq ą 0u.
Ovi skupovi će biti korǐsćeni u rezultatima koji slede.
Teorema 3.2.11. Neka je f, g P `ppIq`, p P r1,8q. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) f ăw g i g ăw f ;
2) Postoji operator P P pP p`ppIqq za skupove I`f i I
`
g takav da je g “ Pf .
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Dokaz. Neka je f P `ppIq`proizvoljno izabrana funkcija. Očigledno, I “ I0f Y I
`
f . Kao što








Takod̄e, skup tfpiq | i P Iu je ograničen, pa možemo definisati induktivno familiju tInf | n P
Nu disjunktnih konačnih podskupova skupa I`f na sledeći način:
I1f :“
 







i P I`f | fpiq “ max
#










f . Ako je I
r
f ‰ H, za neko r P N, tada definǐsemo
fr :“ fpjq, gde je j P I
r
f . Ako je I
r
f “ H, tada je i I
k
f “ H, @k ě r, pa definǐsemo fr :“ 0
i fk :“ 0, @k ě r. Takod̄e, ako je s ą r tada je fs ď fr. Poslednja nejednakost je stroga
ako je skup Irf neprazan.
Pretpostavimo da važi f ăw g i g ăw f za neke unapred izabrane funkcije f, g P `
ppIq`.
Nadalje, posmatraćemo neprekidne rastuće konveksne funkcije ϕλ : r0,8q ÝÑ r0,8q,
λ ě 0, definisane u zavisnosti od λ sa
ϕλptq :“ pt´ λq ¨ χrλ,8qptq.







ϕλpgpiqq, @λ ě 0. (3.6)













pa skupovi I`f i I
`





dokaz je završen. Pretpostavimo da su skupovi I`f , I
`





moraju biti neprazni, takod̄e. Neka je f1 ‰ q1, i pretpostavimo da je na primer f1 ą g1.








jer postoji najmanje jedno k P I tako da je fpkq “ f1 ą λ i ϕλpfpkqq “ f1 ´ λ. Ovo je
kontradikcija sa (3.6), pa je f1 “ g1. Takod̄e, ako uvedemo realan broj µ na sledeći način
:
µ :“ maxtf2, g2u,
uz pomoć konveksne funkcije ϕµ i jednakosti (3.6) sledi da je








g qpg1 ´ µq.
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Dakle, na ovaj način smo dokazali da je f1 “ g1 i cardpI
1
f q “ cardpI
1
g q. Indukcijom ćemo
pokazati da važi
fk “ gk i cardpI
k
f q “ cardpI
k
g q, @k P N. (3.7)
Neka (3.7) važi za svako k “ 1, . . . , n. Prvo, pretpostavimo da je In`1f “ H. Ako je




















jer In`1f “ H implicira I
j
f “ H, za svako j ě n ` 1. Poslednje tvd̄enje je u kontradikciji
sa jednakošću (3.6), za λ “ 0, pa sledi Ijf “ I
j
g “ H i fj “ gj “ 0, za svako j ě n` 1.
Sada, pretpostavimo da su In`1f , I
n`1
g ‰ H i pretpostavimo takod̄e da je fn`1 ą gn`1.
















jer znamo da postoji najmanje jedno k P I tako da je fpkq “ fn`1. Ponovo, ovo
je u kontradikciji sa (3.6), pa sledi da je fn`1 “ gn`1. Konačno ako izaberemo µ “















stoga po indukcijskoj hipotezi mora biti cardpIn`1f q “ cardpI
n`1
g q. Dakle, (3.7) važi za
n P N.
































Ωpiq :“ ωkpiq P I
k
g , (3.8)
kada je i P Ikf , za neko k P N. Dakle, fpiq “ gpΩpiqq, @i P I
`
f . Operator P : `
ppIq ÝÑ `ppIq,
definisan na sledeći način:
Pej “
"
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Obrnuto, neka je dat operator P P pP p`ppIqq za skupove I`f i I
`
g takav da je g “ Pf ,
i neka je
Ω : I`f ÝÑ I
`
g
odgovarajuća bijekcija za dati operator P . Očigledno da važi g ăw f jer je P P pP p`
ppIqq Ă
DsSp`ppIqq. Definǐsemo operator Q : `ppIq ÝÑ `ppIq na sledeći način:
Qej “
"





Sledi da operator Q P pP p`ppIqq i Qg “ f , pa je f ăw g.
Podsećamo da u konačno-dimenzionalnom slučaju, za dva izabrana vektora, x, y P Rn,
relacije x ăw y i y ăw x povlače y “ Px, za neku n ˆ n permutacionu matricu P .
U sledećem primeru ćemo izabrati dve funkcije f, g P `ppIq za koje ćemo pokazati da
med̄usobna majoriziranost f ăw g i g ăw f , ne povlači egzistenciju permutacije P P
P p`ppIqq, za koju je g “ Pf .
Primer 3.2.12. Neka je r ą 1. Posmatraćemo dve funkcije f, g P `1pNq`, fpkq “ 1
rk
i
gpk ` 1q “ 1
rk
, k P N, gp1q “ 0. Za operator A P DsSp`1pNqq definisan preko familije
taij | i, j P Nu,
aij “
"
1, i´ j “ 1,
0, i´ j ‰ 1,
važi g “ Af , tj. g ăw f . Slično, familija tbij | i, j P Nu,
bij “
"
1, j ´ i “ 1,
0, j ´ i ‰ 1,
formira operator B P DsSp`1pNqq, za koji je f “ Bg, pa je f ăw g. S druge strane,
gp1q “ 0 ‰ fpiq, @i P N. Ovo povlači da ne postoji permutacija P P P p`1pNqq takva da je
g “ Pf .
Teorema 3.2.13. Neka je f, g P `ppIq`, p P r1,8q. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) f ăw g i g ă f ;
2) Postoji operator P P P p`ppIqq takav da je g “ Pf .
Dokaz. Pretpostavimo da važi f ăw g i g ă f za proizvoljno odabrane funkcije f, g P
`ppIq`. Dakle, postoji operator D P DSp`ppIqq za koji je g “ Df . Pod datim pret-
postavkama važi i Teorema 3.2.11, pa ćemo koristiti neke delove iz njenog dokaza. Bez
gubljenja opštosti, pretpostavimo da je Inf ‰ H ‰ I
n
g , @n P N. Dokazaćemo indukcijom
da je
p@i P Ing q
ÿ
jPInf





xDej, eiy “ 1. (3.11)
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Prvo, neka je n “ 1, i k P I1g . Sada je
















f1xDej, eky “ f1.
Kako znamo da je f1 “ g1, stoga je
ř
jPIzI1f
xDej, eky “ 0. Na osnovu (3.7) dobijamo da je
cardpI1f q “ cardpI
1






















xDej, eiy “ 1, @j P I
1
f , dakle (3.11) važi za n “ 1.
Neka je stavka p3.11q zadovoljena za svako k “ 1, . . . , n i neka je r P In`1g . To znači
da ako je j P Ikf , 1 ď k ď n, tada je i xDej, ery “ 0 po indukcijskoj hipotezi. Sledi

























fn`1xDej, ery “ fn`1.
Kako je fn`1 “ gn`1 imamo da je
ř
jPIzIn`1f
xDej, ery “ 0. Ponovo, iz (3.7) sledi da je
cardpIn`1f q “ cardpI
n`1

















xDej, eiy. Sada mora biti
ÿ
iPIn`1g
xDej, eiy “ 1, @j P I
n`1
f ,
dakle (3.11) je zadovoljeno. Med̄utim, (3.11) implicira da mora važiti
ÿ
jPI`g








xDej, eiy “ 1, @j P I
`
g . (3.13)




f imamo da je xDej, ei0y “ 0, @j P I
`
g na osnovu (3.13).




g , važi xDej0 , eiy “ 0, @i P I
`
f na osnovu (3.12). Sada, lako se
može zaključiti da novo preslikavanje
D1 : `
p




xD1ej, eiy :“ xDej, eiy





Teoreme 1.2.3. Konačno, definǐsemo bijekciju Ψ : I ÝÑ I tako da bude
Ψpkq “
"
Ωpkq, k P I`f ,
Ω0pkq, k P I
0
f .








Ako je j P I0g tada je Ψ
´1pjq “ Ω´10 pjq P I
0
f pa je fpΨ
´1pjqq “ 0 “ gpjq. Takod̄e, ako je
j P I`g tada postoji prirodan broj n takav da je j P I
n
g i




fpΨ´1pjqq “ fn “ gn “ gpjq.
Dakle, g “ Pf , jer je gpiq “ Pfpiq, @i P I.
Suprotan smer je dokazan u Teoremi 1.2.12 imajući na umu da majorizacija ”ă“
povlači slabu majorizaciju ”ăw“.
Posledica 3.2.14. Majorizaciona relacija ”ăw“ uvedena u Definiciji 3.2.1, kada je p P
r1,8q, je refleksivna i tranzitivna relacija tj. ”ăw“ je pre-ured̄enje. Specijalno, ukoliko
poistovetimo sve pozitivne funkcije koje se razlikuju do na parcijalnu permutaciju svojih
pozitivnih elemenata, tada mozemo posmatrati relaciju ”ăw“ kao parcijalno ured̄enje.
Dokaz. Za proizvoljnu funkciju f P `ppIq`, f “ If povlači f ăw f , jer je jedinični
operator I dvostruko substohastički, pa je relacija ”ăw“ refleksivna.
Tranzitivnost sledi iz Teoreme 3.1.6. Preciznije, ako je f ăw g i g ăw h tada postoje
operatori A,B P DsSp`ppIqq za koje važi f “ Ag i g “ Bh, tj. f “ ABh. Kako je skup
DsSp`ppIqq zatvoren za kompoziciju, stoga je f ăw h.
Ukoliko poistovetimo sve pozitivne funkcije koje se razlikuju do na parcijalnu per-
mutaciju svoji pozitivnih elemenata, tada na osnovu Teoreme 3.2.11 sledi da je relacija
slabe majorizacije ”ăw“ antisimetrična.
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3.3. Linearna očuvanja slabe majorizacije na `ppIq`, kada je I beskonačan skup
Sada ćemo dokazati obrnuti smer Posledice 3.2.9.
Teorema 3.2.15. Neka je f, g P `ppIq`, p P r1,8q. Ako za svaku neprekidnu rastuću
konveksnu funkciju ϕλ : r0,8q ÝÑ r0,8q, λ ě 0 definisanu sa








onda su funkcije f i g med̄usobno slabo majorizovane, tj. važi f ăw g i g ăw f .
Dokaz. Neka je f, g P `ppIq`, p P r1,8q. Na osnovu koraka iz Teoreme 3.2.11, možemo
zaključiti da (3.14) povlači (3.7). Dalje, postoji bijekcija Ω : I`f ÝÑ I
`
g definisana na
osnovu (3.8), koja dalje generǐse parcijalne permutacije P,Q P pP p`ppIqq takve da je
g “ Pf i f “ Qq, kao u izrazima (3.9) i (3.10). Dakle sledi f ăw g i g ăw f .
Kombinovanjem Posledice 3.2.9 i Teoreme 3.2.15 naredne dve posledice, koje daju
potrebne i dovoljne uslove za f ăw g i g ăw f , se lako dokazuju.







za svaku neprekidnu rastuću konveksnu funkciju ϕλ : r0,8q ÝÑ r0,8q, λ ě 0 definisanu
sa
ϕλptq :“ pt´ λq ¨ χrλ,8qptq.







za svaku neprekidnu rastuću konveksnu funkciju ϕ : r0, bq ÝÑ r0,8q za koju važi ϕp0q “ 0,
gde je b P p0,8s i fpiq, gpiq ă b, @i P I.
3.3 Linearna očuvanja slabe majorizacije na `ppIq`,
kada je I beskonačan skup
Cilj ove sekcije je pronaći odgovarajuću formu linearnog očuvanja slabe majorizacije
na prostoru diskretnih Lebegovih funkcija `ppIq, za proizvoljno p P r1,8q, kada je I
beskonačan skup.
Prvo ćemo preformulisati pojam linearnog očuvanja za relaciju slabe majorizacije
”ăw“.
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Slaba majorizacija i substohastički operatori na diskretnim Lebegovim prostorima
Definicija 3.3.1. Ograničen linearan operator T : `ppIq Ñ `ppIq je linearno očuvanje
slabe majorizacije na `ppIq`, ako operator T čuva slabu majorizacionu relaciju, tj. ako
važi Tf ăw Tg kadgod važi f ăw g za neke dve pozitivne funkcije f, g P `
ppIq`.
Skup svih linearnih očuvanja slabe majorizacije na `ppIq` označavaćemo sa Mwprp`ppIq`q.
Naredna lema daje neke osnovne osobine linearnih očuvanja slabe majorizacije.
Lema 3.3.2. Neka je λ P R, λ ě 0, i neka je p P r1,8q. Tada:
1) λT PMwprp`ppIq`q, za svaki operator T PMwprp`ppIq`q;
2) TK PMwprp`ppIq`q, za svaka dva operatora T,K PMwprp`ppIq`q.
Dokaz. Neka je dato linearno očuvanje T P Mwprp`ppIq`q i neka je λ P R, λ ě 0. Tada
f ăw g povlači Tf ăw Tg, tj. postoji D P DsSp`
ppIqq tako da je Tf “ DTg. Kako
je λTf “ λDTg “ DpλTgq, dobijamo da je pλT qf ăw pλT qg, pa sledi da je λT P
Mwprp`ppIq`q. Dalje, f ăw g implicira Kf ăw Kg, što dalje implicira da je TKf ăw
TKg. Dakle, TK PMwprp`ppIq`q.
Sledeći pomoćni rezultat je prvi korak ka pronalaženju pravog oblika linearnog očuvanja
slabe majorizacije na `ppIq`.
Lema 3.3.3. Neka su u, v P R, u ą 0, v ą 0, i neka je
tpui, viq | ui, vi P R, ui ě 0, vi ě 0, i P I0u
familija pozitivnih uredjenih parova, pri čemu je I0 najvǐse prebrojiv skup. Ako je
au` bv P taui ` bvi | i P I0u (3.15)
za svaka dva realna broja a, b ą 0, tada postoji i P I0 tako da je u “ ui i v “ vi.
Dokaz. Pretpostavimo da je v ‰ vi, @i P I0. To sledi da za svaka dva realna broja a, b ą 0












| a, b ą 0
*˙
















| k P I0
*
,
što je u kontradikciji sa izrazom (3.16). Zbog toga postoji najmanje jedno j P I0 takvo
da v “ vj. Neka je
J “ tj P I0 | v “ vju.
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Dokazaćemo da postoji j P J tako da je u “ uj. Pretpostavimo da poslednji iskaz nije
tačan, to jest, u ‰ uj, @j P J . Sada, sledi da je
au` bv R tauj ` bvj | j P Ju
za sve a, b ą 0. Tada, za skup I1 :“ I0zJ , izraz (3.15) takod̄e važi, i v ­“ vk, @k P I1. Na
osnovu prethodnog razmatranja, ovo vodi u kontradikciju. Dakle, važi u “ uj i v “ vj za
neko j P J Ă I0.
Na osnovu gornje leme, okarakterisaćemo proizvoljno linearno očuvanje slabe ma-
jorizacije.
Teorema 3.3.4. Neka je I proizvoljan beskonačan skup, i pretpostavimo da je p P p1,8q.
Ako je T P Mwprp`ppIq`q, tada za svako i P I postoji najvǐse jedno j P I tako da je
xTej, eiy ą 0.
Dokaz. Pretpostavimo da postoji i0 P I i da postoje dva različita elementa skupa I,
m,n P I, m ‰ n, za koja je u :“ xTem, ei0y ą 0 i v :“ xTen, ei0y ą 0. Definǐsemo skup
U :“ tk P I | xTem, eky “ uu.


















sledi da je cardpUq ă ℵ0.
Neka su proizvoljno izabrani a, b ą 0 i j P Iztnu. Ako definǐsemo funkcije c i d na
sledeči način c :“ aem ` ben i d :“ aem ` bej, tada je očigledno c ăw d i d ăw c. Sledi da
važe relacije
Tc ăw Td i Td ăw Tc
jer je T linearno očuvanje slabe majorizacije. Sada, postoji parcijalna permutacija P P
pP p`ppIqq za pozitivne elemente I`Tc i I
`
Td, takva da je
Tc “ PTd,
na osnovu Teoreme 3.2.11. Lako zaključujemo da je
xTc, ei0y “ xaTem ` bTen, ei0y “ au` bv ą 0,
i
Td “ aTem ` bTej.





au` bv P taui ` bvi | i P I0u,
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jer je skup I0 najvǐse prebrojiv na osnovu činjenice da su Tem, T ej P `
1pIq`. Sada, na
osnovu Leme 3.3.3 sledi da postoji bar jedno i P I0 tako da je u “ ui i v “ vi. Drugim
rečima, za svako j P I, j ‰ n postoji i P U Ĺ I takvo da je
xTem, eiy “ ui “ u i xTej, eiy “ vi “ v.
Na osnovu nejednakosti
cardpUq ă ℵ0 ď cardpIq,
možemo zaključiti da mora postojati bar jedno l P U , i za tako izabrano l mora postojati
niz pjkqkPN med̄usobno različitih elemenata jk P N takvih da važi
xTejk , ely “ v ą 0, @k P N.
Ukoliko iskoristimo činjenicu da niz funkcija pejkqkPN konvergira ka nuli u slaboj topologiji
od `ppIq, p P p1,8q, dobijamo kontradikciju sa činjenicom
xejk , T
˚ely “ xTejk , ely “ v ą 0, @k P N.
Nadalje, posmatraćemo jedan-jedan funkciju θ : I Ñ I na osnovu koje ćemo definisati
operator Pθ : `









ppIq. Očigledno je Pθ oganičen linearan operator na
`ppIq sa normom }P } “ 1. Štavǐse, ako je θ surjekcija, tada je operator P permutacija.
Ako su K1, K2 PMwprp`ppIq`q proizvoljna linearna očuvanja slabe majorizacije, kada
je p ą 1, tada ne mora obavezno da sledi da je i operator njihovog zbira linearno očuvanje,
tj. ne mora da važi da je K :“ K1 ` K2 P Mwprp`ppIq`q. Ova činjenica je potvrd̄ena
sledećim primerom.
Primer 3.3.5. Neka je Kpfq :“ Pθ1pfq`Pθnpfq, gde su funkcije θ1, θn : NÑ N definisane
sa
θ1piq “ i i θnpiq “ ni, @i P N,
za neko fiksirano n P N. Sada je Pθ1pe1q “ eθ1p1q “ e1 i Pθnpe1q “ eθnp1q “ en, pa možemo
zaključiti
xKpe1q, eny “ xe1 ` en, eny “ 1.
Na sličan način je
xKpenq, eny “ xen ` en2 , eny “ 1.
Kako je
xKpenq, eny “ xKpe1q, eny “ 1 ą 0,
to sledi da K R Mwprp`ppIq`q, tj. operator K nije linearno očuvanje slabe majorizacije,
na osnovu Teoreme 3.3.4.
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Teorema 3.3.6. Neka je D P DsSp`ppIqq, p P r1,8q, i pretpostavimo da je
Θ :“ tθk : I
1´1
ÝÝÑ I | k P I0, θkpIq X θjpIq “ H, k ‰ ju
familija koja sadrži jedan-jedan preslikavanja na skupu I koja imaju med̄usobno disjunk-
tne slike, pri čemu je I0 najvǐse prebrojiv skup. Tada postoji najmanje jedan operator
S P DsSp`ppIqq takav da važi PθD “ SPθ, @θ P Θ.















xDeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,








θpIq, j ‰ i,
pri čemu je 0 ď a ď 1 proizvoljan broj. Lako je zaključiti da je
ř
jPI
sij ď 1, @i P I. Na















xDeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,








θpIq, j ‰ i.
Takod̄e, jasno se vidi da je
ř
iPI
sij ď 1, @j P I. Familija S zadovoljava uslove Teoreme 3.1.9,
pa sledi da postoji operator S P DsSp`ppIqq takav da je xSej, eiy “ sij, @i, j P I. Želimo












S druge strane je



















Kombinovanjem izraza (3.18) i (3.19), sledi da je
SPθpekq “ PθDpekq, @k P I.
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Primer 3.3.7. Neka familija Θ “ tθu sadrži samo jednu funkciju. Na osnovu prethodne
Teoreme 3.3.6 dobijamo da za svaki operator D P DsSp`ppIqq postoji bar jedan operator
SD P DsSp`
ppIqq takav da je
PθD “ SDPθ.
Fiksirajmo f, g P `ppIq`. Ako važi slaba majorizaciona relacija f ăw g tj. f “ Dg, za
neki operator D P DsSp`ppIqq, tada važi
Pθf “ PθDg “ SDPθg,
pa je Pθf ăw Pθg. Dakle, Pθ P Mwprp`ppIq`q. Kao specijalan slučaj dobijamo da su
permutacije linearna očuvanja slabe majorizacije, P p`ppIqq ĂMwprp`ppIq`q.
Teorema 3.3.8. Neka je I0 najvǐse prebrojiv podskup skupa I, i neka je p P r1,8q. Pret-
postavimo da familija Θ sadrži jedan-jedan preslikavanja na skupu I koja imaju med̄usobno
disjunktne slike, definisana kao u (3.18). Ako je λ P `ppI0q





Dokaz. Operator T “
ř
kPI0
λkPθk je linearan, očigledno. Kako jedan-jedan preslikavanja iz
























Dakle, T je ograničen linearan operator na `ppIq sa normom }T } “ }λ}. Neka je
f ăw g, to jest, f “ Dg za neki operator D P DsSp`
ppIqq. Sada, postoji S P DsSp`ppIqq


















Zaključujemo da je Tf ăw Tg.
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Primer 3.3.9. Fiksirajmo prirodan broj n i pretpostavimo da je Θ :“ tθ1, θ2, . . . , θnu
familija koja sadrži jedan-jedan preslikavanja θk : NÑ N, definisana sa
θkpiq “ npi´ 1q ` k, @i P N, k “ 1, 2, . . . , n.




Pθk . Znamo da je T P Mwprp`ppNq`q, po Teoremi 3.3.8. Na osnovu





fp1q, fp1q, . . . , fp1q
looooooooooomooooooooooon
n-puta
, fp2q, fp2q, . . . , fp2q
looooooooooomooooooooooon
n-puta
, . . . , fpiq, fpiq, . . . , fpiq
loooooooooomoooooooooon
n-puta



















označavamo najmanji prirodan broj ne manji od k
n
.
Teorema 3.3.10. Neka je I beskonačan skup, i neka je p P p1,8q. Pretpostavimo da
je T : `ppIq Ñ `ppIq ograničen linearan operator. Ako je Tej ăw Tek i Tek ăw Tej,
@k, j P I, i ako za svako i P I postoji najvǐse jedno j P I takvo da je xTej, eiy ą 0, tada
postoji familija
Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju
koja sadrži jedan-jedan preslikavanja sa disjunktnim slikama, gde je I0 Ă I najvǐse pre-
brojiv skup, θk P Θ, @k P I0, i postoji pλkqiPI0 P `
ppI0q
`, tako da se operator T može





Dokaz. Jasno se vidi da je
I`Tek
č
I`Tej “ H, (3.20)
kada je k, j P I, k ‰ j, po pretpostavci teoreme. Zapravo, ako pretpostavimo da postoji
i P I`Tek
Ş
I`Tej , tada je xTek, eiy ą 0 i xTej, eiy ą 0, što je nemoguće.
Ako je T “ 0, tada operator T ima željenu formu, ukoliko izaberemo λ “ 0.
Neka je T nenula operator. Sledi da postoji element l P I takav da je xTel, eiy ą 0,
za neko i P I`Tel , dakle I
`
Tel
‰ H. Na osnovu pretpostavki Tej ăw Tek i Tek ăw Tej,




3.2.11. Dakle, I`Tek ‰ H, @k P I. Preciznije, postoje parcijalne permutacije Pk P pP p`
ppIqq
za koje je
PkTel “ Tek, @k P I,
gde su permutacije Pk definisane na osnovu bijekcija ωk : I
`
Tel
ÝÑ I`Tek . Naime,
Pkej “
"




Takod̄e za proizvoljno izabrano k P I i i P I`Tel imamo da je
xTel, eiy “ xTek, eωkpiqy. (3.21)
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Dalje, definǐsemo familiju
Θ :“ tθi : I Ñ I | i P I0u,
tako da je
θipkq “ ωkpiq, @k P I,
gde smo izabrali da je skup I0 :“ I
`
Tel
najvǐse prebrojiv. Jasno, ako je k1 ‰ k2 tada je
θipk1q “ ωk1piq P I
`
Tek1
i θipk2q “ ωk2piq P I
`
Tek2
, @i P I0. Sledi da je
θipk1q ‰ θipk2q, @i P I0,
po (3.20). Dakle, familija Θ sadrži samo jedan-jedan preslikavanja. Na ovaj način smo
definisali i operatore Pθi , @i P I0, kao u (3.17).
Sada želimo da pokažemo da jedan-jedan preslikavanja iz Θ imaju med̄usobno disjunk-
tne slike. Pretpostavimo suprotno, neka postoje i, k P I0, i ‰ k, i neka postoje j1, j2 P I
tako da je θipj1q “ θkpj2q. To dalje sledi da je i0 :“ ωj1piq “ ωj2pkq. Kako je i, k P I0,
imamo da je xTel, eiy ą 0 i xTel, eky ą 0. Na osnovu (3.21), dobijamo
xTej1 , ei0y “ xTej1 , eωj1 piqy “ xTel, eiy ą 0
i
xTej2 , ei0y “ xTej2 , eωj2 pkqy “ xTel, eky ą 0,
što je u kontradikciji sa pretpostavkom teoreme. Dakle,
Θ “ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju.
Definǐsimo λk :“ xTel, eky, @k P I0. Bez gubljenja opštosti, neka je I0 beskonačan
skup. Sledi
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Konačno, zaključujemo da operator
ř
iPI0
λiPθi konvergira po normi ka operatoru T .
Sledeća teorema je jedan od najvažnijih rezultata u ovoj disertaciji i ona predstavlja
sublimaciju svih rezultata pokazanih u ovoj sekciji.
Teorema 3.3.11. Neka je p P p1,8q, i neka je I beskonačan skup. Pretpostavimo da je
T : `ppIq Ñ `ppIq ograničen linearan operator. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) T PMwprp`ppIq`q;
2) Tej ăw Tek i Tek ăw Tej, @k, j P I, i za svako i P I postoji najvǐse jedno j P I




λkPθk , gde je pλkqiPI0 P `
ppI0q
`, skup I0 Ă I je najvǐse prebrojiv, i
θk P Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju;
Dokaz. Stavka 1q povlači stavku 2q na osnovu Teoreme 3.3.4, stavka 2q povlači 3q po
Teoremi 3.3.10, i stavka 3q implicira 1q, na osnovu Teoreme 3.3.8.
Posledica 3.3.12. Neka je I beskonačan skup, i pretpostavimo da je p P p1,8q. Ako je
T P Mprp`ppIqq pozitivan operator, tada je T P Mwprp`ppIq`q. Obrnuto, svako linearno
očuvanje slabe majorizacije je i linearno očuvanje standardne majorizacione relacije, tj.
Mwprp`ppIq`q ĹMprp`ppIqq.
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Dokaz. Ako je T P Mprp`ppIqq pozitivan operator, tada je Tej P `ppIq` i xTej, eiy ě 0,
@i, j P I. Očigledno, na osnovu Teoreme 1.2.13 imamo da za svako i P I postoji najvǐse
jedno j P I tako da je xTej, eiy ą 0. Kako Tej ă Tek i Tek ă Tej povlači relacije Tej ăw
Tek i Tek ăw Tej, stavka 2q Teoreme 3.3.11 je zadovoljena, pa je T PMwprp`ppIq`q.
Kako svako očuvanje T P Mwprp`ppIq`q ima formu T “
ř
kPI0
λkPθk , gde je pλkqiPI0 P
`ppIq`, skup I0 Ă I je najvǐse prebrojiv i θk P Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “
H, i ‰ ju, stoga je T PMprp`ppIqq, po Teoremi 1.2.13, jer znamo da je pλkqiPI0 P `ppIq` Ă
`ppIq.
Primer 3.3.13. Jasno je da je svaka permutacija P P P p`ppIqq linearno očuvanje stan-
dardne i slabe majorizacije. Specijalno, jedinični operator I je linearno očuvanje stan-
dardne i slabe majorizacije. Med̄utim operatori ´P i ´I su očuvanja standardne, ali nisu
očuvanja slabe majorizacije, jer nisu pozitivni.
Posledica 3.3.14. Neka je I beskonačan skup, i pretpostavimo da je p P p1,8q. Ako
je T P Mwprp`ppIq`q tada je Tej ă Tek i Tek ă Tej, @k, j P I, tj., ”kolone“ linearnog
očuvanja slabe majorizacije se razlikuju do na permutaciju.
Dokaz. Sledi na osnovu Posledice 3.3.12.
3.4 Linearna očuvanja slabe majorizacije na `1pIq`,
kada je I beskonačan skup
U ovoj sekciji biće predstavljena forma linearnog očuvanja slabe majorizacije na `1pIq`,
kada je I beskonačan skup. Pokazaće se da ova očuvanja imaju drugačiju formu nego
očuvanja slabe majorizacije na `ppIq` kada je p P p1,8q.
Na početku ovog poglavlja, dajemo definiciju linearnog očuvanja slabe majorizacije na
`1pIq`.
Definicija 3.4.1. Ograničen linearan operator T : `1pIq Ñ `1pIq je linearno očuvanje slabe
majorizacije na `1pIq` ako T čuva slabu majorizacionu relaciju, to jest ako je Tf ăw Tg,
kadgod je f ăw g, za neke dve funkcije f, g P `
1pIq`.
Skup svih linearnih očuvanja slabe majorizacije na `1pIq` označavaćemo sa Mwprp`1pIq`q.
Ovaj skup je zatvoren za kompoziciju na osnovu Leme 3.3.2.
Slično kao u prethodnoj sekciji posmatraćemo preslikavanje Pθ : `





fpkqeθpkq, f P `
1
pIq, (3.23)
pri čemu je θ : I Ñ I jedan-jedan funkcija.
Neka je I0 najvǐse prebrojiv podskup skupa I, pri čemu je kao i ranije skup I beskonačan.
Biramo proizvoljnu familiju
Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju (3.24)
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koju čine jedan-jedan funkcije θk P Θ, @k P I0, I0 Ă I i izaberimo nasumično jednu
pozitivnu funkciju pλiqiPI0 P `
1pI0q





linearan i ograničen na `1pIq. Skup svih takvih operatora označavaćemo sa M1wprp`1pIq`q.
Podsećamo da linearna očuvanja slabe majorizacije, kada je p P p1,8q imaju gore pomenuti
oblik (3.25) (videti Teoremu 3.3.11). Sledeći primer pokazuje da linearna očuvanja slabe
majorizacije na prostoru `1pIq mogu imati drugačiji oblik od pomenutog.





fpiq, @f P `1pIq. (3.26)
Očigledno je operator Th linearan i ograničen. Kako važi Thpejq “ h, @i P I, stoga možemo
da kažemo da su ”kolone“ operatora Th med̄usobno jednake i poklapaju se sa funkcijom
h.
Neka je f ăw g, za dve funkcije f, g P `
1pIq`. Jasno, f “ Dg, za neki dvostruko






















xDej, eiy ď }g}.
Sada je Thpfq “ h}f} ď h}g} “ Thpgq. Neka je m :“
}f}
}g}
. Tada operator D1 :“ mI P
DsSp`1pIqq, pri čemu I predstavlja jedinični operator, zadovoljava uslov
Thpfq “ D1Thpgq,
pa sledi zaključak da je T linearno očuvanje slabe majorizacije na `1pIq`.
Ovaj primer pokazuje da je operator Th definisan sa (3.26) sadržan u skupu svih
linearnih očuvanja slabe majorizacije Mwprp`1pIq`q, med̄utim ima drugačiju formu od
linearnih očuvanja kada je p P p1,8q čiji je oblik preformulisan za sličaj p “ 1 u (3.25).
Ova konstatacija nas motivǐse da pronad̄emo sve moguće oblike linearnih očuvanja slabe
majorizacije na `1pIq`. Označićemo sa M2wprp`1pIq`q, skup svih ograničenih linearnih
operatora koji se mogu predstaviti kao u stavci (3.26). Lako je zaključiti da je skup
M2wprp`1pIq`q konveksan konus.
Činjenica M2wprp`1pIq`q Ă Mwprp`1pIq`q je pokazana u prethodnom primeru, dok je
M1wprp`1pIq`q Ă Mwprp`1pIq`q obezbed̄eno Teoremom 3.4.10, koja će biti dokazana u
narednom delu, birajući da je T2 “ 0, ili na osnovu dokazane Teoreme 3.3.8.
Očigledno je da skup M1wprp`1pIq`qXM2wprp`1pIq`q sadrži samo nula operator. Sledeći
primer pokazuje da suma dva operatora iz dve različite klase M1wprp`1pIq`q i M2wprp`1pIq`q
ne mora uvek biti linearno očuvanje, tj. ne mora pripadati skupu Mwprp`1pIq`q.
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Primer 3.4.3. Pretpostavimo da je operator Ter definisan kao u (3.26), gde je h “ er.
Napominjemo da jedinični operator I pripada skupu M1wprp`1pIq`q, što se lako može
zaključiti. Takod̄e, Terpekq “ er, @k P I. Sada je
pTer ` Iqperq “ 2er.
S druge strane je
pTer ` Iqpekq “ er ` ek.
Med̄utim, 2er ćw er ` ek, kada je k ‰ r. Zaista, moralo bi da važi
x2er, ery “ 2 “ xDer, ery ` xDek, ery,
što povlači da D R DsSp`1pIqq.
U ovom poglavlju će biti dokazana Teorema 3.4.11 koja daje oblik linearnog očuvanja
slabe majorizacije na `1pIq. Zarad ostvarivanja ovog cilja, biće nam potrebni rezultati
koji su prikazani u nastavku.
Lema 3.4.4. Neka je u “ tuju P Rn i neka je tuij | i P I0, j “ 1, . . . , nu familija realnih









αjuij | i P I0
+
, (3.27)
za svako α “ pα1, α2, . . . , αnq za koje je αj ą 0, j “ 1, . . . , n, tada postoji k P I0 tako da
je uj “ ukj, za svako j “ 1, . . . , n.
Dokaz. Zbog jednostavnosti uvodimo oznake
pRnq`` :“ tpα1, α2, . . . , αnq | αj ą 0, @j “ 1, . . . , nu,
i
ui :“ pui1, ui2, . . . , uinq, za svako i P I0.
Uz pomoć standardnog skalarnog proizvoda p¨, ¨q : Rn ˆ Rn Ñ R možemo preformulisati
izraz (3.27) na sledeći način:
pα, uq P tpα, uiq | i P I0u , @α P pRnq``.
Drugim rečima, za svako α P pRnq``, postoji jedno k P I0 takvo da je α P pu ´ ukqK,
pri čemu sa vK označavamo skup svih ortogonalnih vektora od v, to jest
vK :“ tw P Rn | pv, wq “ 0u.
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Pretpostavimo suprotno da je u ‰ ui, za svako i P I0. Sledi da je pu ´ uiq
K pravi
podprostor Banahovog prostora Rn, za svako i P I0. Podsećamo da su svi ovi pravi
potprostori nigde gusti skupovi u Rn .
Neka je x “ px1, x2, . . . , xnq P pRnq``. Uvodimo realan broj r ą 0 na sledeći način:
r :“ mintx1, x2, . . . , xnu.
Dobijamo da je kugla K :“ Bpx, r
2





K. Ova činjenica je u kontradikciji sa Berovom teoremom
o kategorijama, jer najvǐse prebrojiva unija nigde gustih skupova u Banahovom prostoru
Rn ne može sadržati kuglu.
Sada možemo Lemu 3.3.3 posmatrati kao specijalan slučaj prethodne leme za n “ 2.
Sledeća lema nam govori da za svaku ”vrstu“ linearnog očuvanja slabe majorizacije na
`1pIq, i za konačan broj nasumično izabranih elemenata te ”vrste“, pri čemu je najmanje
jedan element veći od nule, postoji neka druga ”vrsta“ u kojoj se isti elementi na istim
pozicijama javljaju kao i u pomenutoj vrsti, ali permutovani nekom permutacijom koja je
unapred zadata.
Lema 3.4.5. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe majorizacije na `1pIq`
i neka je definisan skup J :“ tj1, j2, . . . , jnu, pri čemu su elementi ji P I, i “ 1, . . . , n
proizvoljno izabrani. Neka je δ : J Ñ J bijekcija. Za svako r P I za koje postoji najmanje
jedno j0 P J takvo da je xTej0 , ery ą 0, postoji s P I tako da važi
xTej, ery “ xTeδpjq, esy, @j P J. (3.28)















f ăw g i g ăw f,
pri čemu smo zbog jednostavnosti uveli oznaku f :“
ř
jPJ




r P I`f i fprq “
ř
jPJ
αjxTej, ery ą 0, na osnovu pretpostavke u lemi. Sada, postoji
parcijalna permutacija P P pP p`1pIqq koja permutuje strogo pozitivne elemente funkcija
f i g čiji su indeksi u I`f i I
`












Kako je cardpI`g q ď ℵ0, tada na osnovu Leme 3.4.4 dobijamo da postoji jedno s P I`g tako
da (3.28) je zadovoljeno.
U sledećoj lemi, pokazaćemo da očuvanja slabe majorizacije ne mogu da sadrže ”vrstu“
sa dva med̄usobno različita nenula elementa.
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Lema 3.4.6. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe majorizacije na `1pIq`,gde
je I beskonačan skup, i neka je k P I proizvoljno izabrano. Ako postoje dva različita
elementa n,m P I takva da je xTen, eky ą 0 i xTem, eky ą 0, tada je xTen, eky “ xTem, eky.
Dokaz. Neka su u :“ xTen, eky ą 0 i v :“ xTem, eky ą 0 i pretpostavimo suprotno, da je
u ‰ v. Definǐsemo disjunktne skupove U, V Ă I na sledeći način:
U :“ ti P I | xTen, eiy “ uu i V :“ ti P I | xTen, eiy “ vu. (3.29)










xTen, eiy “ }Ten} ă 8. (3.30)
Slično je i V konačan.
Neka su α1, α2 ą 0 i neka je j P Iztn,mu proizvoljno izabran. Ako uvedemo oznake
c :“ α1en ` α2em i d :“ α1en ` α2ej,
tada je
c ăw d i d ăw c.
Sledi da je
Tc ăw Td i Td ăw Tc.





po Teoremi 3.2.11. Očigledno je
xTc, eky “ xα1Ten ` α2Tem, eky “ α1u` α2v ą 0,
i
xTd, eiy “ xα1Ten ` α2Tej, eiy “ α1ui ` α2vi






I`Tej . Dobija se
α1u` α2v P tα1ui ` α2vi | i P I
`
Tdu,
pri čemu je I`Td najvǐse prebrojiv skup, jer je Ten, T ej P `
1pIq`. Po Lemi 3.4.4 postoji
i P I`Td tako da je u “ ui i v “ vi. Drugim rečima, za svako j P Iztn,mu, postoji i P U Ĺ I
tako da je
xTen, eiy “ ui “ u i xTej, eiy “ vi “ v.
Kako je cardpUq ă ℵ0 ď cardpIq, tada postoji bar jedno r P U za koje postoji niz pjiqiPN
različitih elemenata ji P I tako da je xTeji , ery “ v ą 0, @i P N.
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Definisaćemo familiju tJiuiPN gde su Ji :“ tj1, j2, . . . iu za svako i P N. Dalje, za svako
i P N, i za svaku bijekciju δi : Ji Y tnu Ñ Ji Y tnu definisanu sa
δipnq “ ji, δipjiq “ n i δipjq “ j, @j P Jiztjiu,
postoji ri P I da važi
u “ xTen, ery “ xTeδipnq, eriy “ xTeji , eriy, (3.31)
v “ xTeji , ery “ xTeδipjiq, eriy “ xTen, eriy, (3.32)
i
v “ xTej, ery “ xTeδipjq, eriy “ xTej, eriy, (3.33)
@j P Jiztjiu, na osnovu Leme 3.4.5.
Dokazaćemo da triuiPN sadrži samo med̄usobno različite elemente. Da bi smo to
dokazali, pretpostavimo suprotno da postoje t, s P N tako da je t ă s i rt “ rs. Sada,
na osnovu izraza (3.31) za dato t, dobijamo da je u “ xTejt , erty. Kako je s ą t, važi
δspjtq “ jt i δtpjtq “ n, pa na osnovu (3.33) se dobija
v “ xTejt , ersy “ xTejt , erty “ u,
što je nemoguće, dakle triuiPN sadrži samo med̄usobno različite elemente. Sada imamo da
je ri P V , @i P N na osnovu (3.32), pa je V je beskonačan skup, što je kontradikcija.
Sledeća lema je nadogradnja postojećeg rezultata. Naime, ako postoji ”vrsta“ koja
sadrži najmanje dva nenula elementa, tada su svi elementi u toj ”vrsti“ jednaki.
Lema 3.4.7. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe majorizacije na `1pIq`,
gde je I beskonačan skup, i neka je k P I proizvoljno izabrano. Ako postoje dva različita el-
ementa n,m P I takva da je xTen, eky ą 0 i xTem, eky ą 0, tada je xTej, eky “ xTen, eky “
xTem, eky, za svako j P I.
Dokaz. Na osnovu prethodne Leme 3.4.6, dobija se
u :“ xTen, eky “ xTem, eky.
Ponovo na osnovu iste leme može se zaključiti da ako postoji i P I tako da je xTei, eky ‰ u,
jedino može važiti xTei, eky “ 0.
Pretpostavimo da postoji l P I tako da je xTel, eky “ 0. Definǐsemo skup
D :“ ti P I | xTen, eiy “ xTem, eiy “ uu.
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Skup D je konačan i neprazan. Ako za proizvoljno izabrano j P Iztn,m, lu definǐsemo
permutaciju ∆j : tn,m, l, ju Ñ tn,m, l, ju za koju je ∆jpnq “ n, ∆jpmq “ m, ∆jpjq “ l i
∆jplq “ j, tada postoji i P D tako da je
u “ xTen, eky “ xTe∆jpnq, eiy “ xTen, eiy
u “ xTem, eky “ xTe∆jpmq, eiy “ xTem, eiy
0 “ xTel, eky “ xTe∆jplq, eiy “ xTej, eiy
na osnovu Leme 3.4.5. Zato što je D konačan skup, sledi da postoji r P D i postoji niz
pjiqiPN različitih elemenata ji P Iztn,m, lu takvih da je xTeji , ery “ 0, @i P N. Dalje,
uvodimo familiju tJiuiPN za koju je Ji :“ tj1, j2, . . . iu za svako i P N.
Na osnovu Leme 3.4.5, za svako i P N i za svaku bijekciju δi : JiYtn,mu Ñ JiYtn,mu,
definisanu sa
δipnq “ n, δipjiq “ m, δipmq “ ji i δipjq “ j, @j P Jiztjiu,
postoji ri P I tako da je
u “ xTen, ery “ xTeδipnq, eriy “ xTen, eriy,
u “ xTem, ery “ xTeδipmq, eriy “ xTeji , eriy, (3.34)
0 “ xTeji , ery “ xTeδipjiq, eriy “ xTem, eriy.
i
0 “ xTej, ery “ xTeδipjq, eriy “ xTej, eriy, @j P Jiztjiu. (3.35)
Sada, na osnovu izraza (3.34) za t P N, zaključuje se da je u “ xTejt , erty. Ako je
s ą t, tada je jt P Jsztjsu, pa na osnovu (3.35) važi xTejt , ersy “ 0, što povlači dalje da je
rs ‰ rt, @t, s P N, kadgod je t ‰ s. Kako je ri P U , @i P N, pri čemu je U definisano sa
(3.29), sledi da je U beskonačan skup, što je u kontradikciji sa stavkom (3.30).
Potrebni i dovoljni uslovi da operator T pripada skupu M1wprp`1pIq`q su prikazani u
sledećoj teoremi.
Teorema 3.4.8. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator, pri čemu je I
beskonačan skup. Tada, Tej ăw Tek i Tek ăw Tej, @k, j P I, i za svako i P I postoji
najvǐse jedno j P I tako da je xTej, eiy ą 0 ako i samo ako je T PM1wprp`1pIq`q.
Dokaz. Ako je T nula operator, tada očigledno T PM1wprp`1pIq`q. Neka je sada T ‰ 0, i
pretpostavimo, na primer da je xTem, eny ą 0. Na osnovu pretpostavke teoreme, za svako
k P I, funkcije Tem i Tek, se razlikuju do na parcijalnu permutaciju Pk koja odgovara
bijekciji ωk : I
`
Tem
ÝÑ I`Tek i važi
PkTem “ Tek i Pkej “ eωkpjq,
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kadgod je j P I`Tem i Pkej “ 0 inače, po Teoremi 3.2.11. Specijalno, Tek ‰ 0, za svako
k P I.
Familiju Θ definisaćemo na sledeći način:
Θ :“ tθi : I Ñ I | i P I0u
gde su θipkq “ ωkpiq, @k P I, i pri čemu je I0 :“ I
`
Tem
najvǐse prebrojiv skup. Lako je
zaključiti da su preslikavanja θi jedan-jedan.
Pretpostavimo da postoje k1, k2 P I0, k1 ‰ k2, i postoje j1, j2 P I tako da je
θk1pj1q “ θk2pj2q.
Sledi da je i0 :“ ωj1pk1q “ ωj2pk2q. Kako je k1, k2 P I0, imamo da je xTem, ek1y ą 0 i
xTem, ek2y ą 0. Na osnovu prethodno navedenih činjenica može se zaključiti
xTej1 , ei0y “ xTej1 , eωj1 pk1qy “ xTem, ek1y ą 0
i
xTej2 , ei0y “ xTej2 , eωj2 pk2qy “ xTem, ek2y ą 0,
što je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme, stoga zaključujemo da je pretpostavka
netačna, to jest da familija Θ sadrži preslikavanja koja imaju med̄usobno disjunktne slike.
Dalje je





































Na osnovu definicije niza tλkukPI0 sledi da je tλkukPI0 P `
1pI0q, pa postoji konačan skup
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λkPθk konvergira po normi ka operatoru T .
Obrnuto, pretpostavimo da T P M1wprp`1pIq`q, tj. neka je operator T definisan sa
(3.25). Kako familija sadrži Θ jedan-jedan funkcije sa med̄usobno disjunktim slikama, to
znači da za svako r P
Ť
kPI0
pθkpIqq postoji tačno jedno t P I i jedno k0 P I0, tako da je
θk0ptq “ r i θiptq ‰ r, @i P I0ztk0u. Takod̄e, za svako t1 ­“ t imamo da je θk0pt1q “ r1 ‰ r,
stoga je




“ λk0xPθk0et1 , ery “ λk0xer1 , ery “ 0.
Ako je r R
Ť
kPI0
pθkpIqq, tada je xPθkej, ery “ 0, @k P I0, dakle xTej, ery “ 0, @j P I.
Skup M1wprp`1pIq`q nije vektorski prostor ni konveksan konus, što se može videti u
sledećem primeru. Preciznije, za F1, F2 PM1wprp`1pIq`q ne mora uvek biti F “ F1 ` F2 P
M1wprp`1pIq`q.
Primer 3.4.9. Neka su ϕ1, ϕk : NÑ N funkcije definisane sa
ϕ1pjq “ j i ϕkpjq “ kj, @j P N,
za neko k P Nzt1u, i neka je F pfq :“ Pϕ1pfq ` Pϕkpfq.
Sada je Pϕ1pe1q “ eϕ1p1q “ e1 i Pϕkpe1q “ eϕkp1q “ ek, pa sledi da je
xF pe1q, eky “ xe1 ` ek, eky “ 1.
Takod̄e,
xF pekq, eky “ xek ` ek2 , eky “ 1.
Med̄utim, Pϕ1pe2q “ eϕ1p2q “ e2 i Pϕkpe2q “ eϕkp2q “ e2k, pa je
xF pe2q, eky “ xe2 ` e2k, eky “ 0.
Na osnovu činjenica xF pekq, eky “ xKpe1q, eky “ 1 ą 0 i xF pe2q, eky “ 0, sledi da F R
M1wprp`1pIq`q, po Teoremi 3.4.8.
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Na osnovu prethodnih rezultata, pokazaće se da se može izvršiti dekompozicija svakog
linearnog očuvanja slabe majorizacije na dva jedinstvena operatora definisana sa (3.25) i
(3.26). Takod̄e, uspostavićemo dovoljne uslove da suma dva operatora definisana sa (3.25)
i (3.26) bude linearno očuvanje slabe majorizacije.
Teorema 3.4.10. Neka je I beskonačan skup. Ako je T P Mwprp`1pIq`q tada postoje
jedinstveni operatori T1 P M1wprp`1pIq`q i T2 P M2wprp`1pIq`q takvi da je T “ T1 ` T2.
Obrnuto, ako su data dva operatora T1 P M1wprp`1pIq`q i T2 P M2wprp`1pIq`q na sledeći
način:
xT1f, ei2y “ xT2f, ei1y “ 0, @i1 P I1, @i2 P I2, (3.38)
gde je I1, I2 Ă I, I1 X I2 “ H i I1 Y I2 “ I, tada važi T :“ T1 ` T2 PMwprp`1pIq`q.
Dokaz. Neka su data dva operatora T1 P M1wprp`1pIq`q i T2 P M2wprp`1pIq`q tako da je





pri čemu je Θ definisano sa (3.24). Bez gubljenja opštosti, možemo pretpostaviti da je
λk ą 0, @k P I0. Fiksiramo i2 P I2. Tada je










λixeθipkq, ei2y, @f P `
1
pIq.








da je f ăw g, za neke funkcije f, g P `
1pIq, to jest, neka je f “ Dg, za neki operator
D P DsSp`1pIqq. Sledi da postoji operator rD P DsSp`1pIqq takav da je
PθkD “
rDPθk , @k P I0,
na osnovu Teoreme 3.3.6. Lako je zaključiti da je T1D “ rDT1.
Možemo naći u dokazu pomenute Teoreme 3.3.6 definiciju ovog operatora rD koja je
data sa














xDeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,








θpIq, j ‰ i,
i














xDeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,








θpIq, j ‰ i.
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pa ako stavimo da je a :“ }f}
}g}
ď 1, dobijamo







za neku funkciju h P `1pIq`. Takod̄e, na osnovu definicije operatora rD, dobija se rDej “
aej, @j P I2 što povlači rDT2l “ aT2l, za svaku funkciju l P `
1pIq`. Sada je
rDpT1 ` T2qg “ rDT1g ` rDT2g “ rDT1g ` aT2g “ T1Dg ` T2Dg
“ pT1 ` T2qDg “ pT1 ` T2qf.
Konačno, imamo da je pT1 ` T2qf ăw pT1 ` T2qg, dakle T :“ T1 ` T2 PMwprp`1pIq`q.
Obrnuto, pretpostavimo da je T P Mwprp`1pIq`q. Definǐsemo skup I1 Ă I, tako da
za proizvoljno izabrano k P I1 je xTej, eky ą 0 za najvǐse jedno j P I. Takod̄e, neka je
I2 :“ IzI1. Drugim rečima, za svako i P I2, ako je xTej, eiy ą 0 za najmanje jedno j P I,
tada je xTej, eiy “ xTek, eiy, @j, k P I, na osnovu Leme 3.4.7.
Neka je dat operator T1 : `
1pIq Ñ `1pIq definisan sa
T1fpiq :“
"
Tfpiq, i P I1,
0, i P I2.
Slično, definǐsemo operator T2 : `
1pIq Ñ `1pIq sa
T2fpiq :“
"
Tfpiq, i P I2,
0, i P I1.
Jasno, važi T “ T1 ` T2, i operatori T1 i T2 su ograničeni. Tvrdimo da važi T1 P
M1wprp`1pIq`q i T2 PM2wprp`1pIq`q. U nastavku ćemo to i dokazati.
Prvo, ako je I2 “ H, tada je T2 “ 0 P M2wprp`1pIq`q i T1 “ T P M1wprp`1pIq`q na
osnovu Teoreme 3.4.8, jer T1 “ T PMwprp`1pIq`q implicira
T1ej ăw T1ek i T1ek ăw T1ej, @k, j P I.














xT2es, ekyek “ T2es, (3.39)




























i P I`Tej | Tejpiq “ max
#









kada je n ě 2. Fiksiramo r, s P I. Kako je T PMwprp`1pIq`q, sledi da je
Ter ăw Tes i Tes ăw Ter,
to jest, postoji parcijalna permutacija P P pP p`1pIqq koja odgovara bijekciji








na osnovu Teoreme 3.2.11. Preciznije, postoje bijekcije ωk : I
k
Ter
ÝÑ IkTes , @k P N ako je
Ikf ‰ H, koje odred̄uju bijekciju θ : I
`
Ter
Ñ I`Tes na sledeći način:
θpiq :“ ωkpiq P I
k
Tes , (3.41)
kada je i P IkTer , za neko k P N. Znamo da je cardpI
k
Ter
q “ cardpIkTesq, @k P N.






zI2q, @k P N,





TeszI2, @k P N
kadgod je IkTer ‰ H.
Sada, definǐsemo jednu bijekciju na osnovu prethodnih na sledeći način:






kada je i P IkTerzI2, za neko k P N. Sledi da postoji parcijalna permutacija rP P pP p`
1pIqq
koja je odred̄ena bijekcijom rθ : I`TerzI2 Ñ I
`
Tes
zI2 tako da je




Dakle, važi i uslov
T1er ăw T1es i T1es ăw T1er
pa je T1 PM1wprp`1pIq`q na osnovu Teoreme 3.4.8.
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Konačno, ako je I1 “ H, tada je na osnovu izraza (3.39) i (3.40) T1 “ 0 PM1wprp`1pIq`q
i T2 “ T PM2wprp`1pIq`q, jer je u tom slučaju I2 “ I.
Pretpostavimo da postoji još jedan par operatoraK1, K2 takav da jeK1 PM1wprp`1pIq`q,
K2 PM2wprp`1pIq`q i T “ K1`K2. Sada je T1´K1 “ K2´ T2. Za operator T2 (isto važi
i za K2), na osnovu definicije (3.26) lako se vidi da je
T2er “ T2es, @r, s P I.
S druge strane na osnovu Teoreme 3.4.8, (za svako i P I, postoji najvǐse jedno j1 P I za
koje je xT1ej1 , eiy ą 0) za svako i P I postoji bar jedno ti P I tako da je
xT1eti , eiy “ xK1eti , eiy “ 0.
Na osnovu ovih argumenata je
0 “ xpT1 ´K1qeti , eiy “ xpK2 ´ T2qeti , eiy “ xpK2 ´ T2qej, eiy, @j P I,
pa važi T1 “ K1 i T2 “ K2, što dokazuje jedinstvenost posmatrane dekompozicije.
Sada je lako zaključiti, na osnovu prethodne teoreme, zašto suma dva operatora Ter
i I u Primeru 3.4.3 nije linearno očuvanje slabe majorizacije.
Sledeća teorema je kolekcija svih rezultata dokazanih u prethodnom delu.
Teorema 3.4.11. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator, gde je I
beskonačan skup. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) T PMwprp`1pIq`q;
2) Postoje operatori T1 P M1wprp`1pIq`q i T2 P M2wprp`1pIq`q i disjunktni skupovi
I1, I2 Ă I, I1 Y I2 “ I tako da je T “ T1 ` T2 pri čemu su operatori T1, T2 odred̄eni
na sledeći način:
xT1f, ei2y “ xT2f, ei1y “ 0, @i1 P I1, @i2 P I2;
3) Postoji najvǐse prebrojiv skup I0 Ă I i postoji familija
Θ :“ tθi : I
1´1
ÝÝÑ I | i P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju
koja sadrži jedan-jedan funkcije sa med̄usobno disjunktnim slikama θk P Θ, @k P I0,
i postoji pλiqiPI0 P `
1pI0q





gde je Thpfq :“ h
ř
kPI0
fpkq, za funkciju h P `1pIq` za koju je xh, ejy “ 0, za svako
j P θipIq i za svako i P I0;
4) Tej ăw Tek i Tek ăw Tej, @k, j P I, i za svako i P I, i važi da ili postoji tačno
jedno j P I za koje je xTej, eiy ą 0 ili je skup txTej, eiy | j P Iu jednoelementni.
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Posledica 3.4.12. Neka je I beskonačan skup. Ako je T PMprp`1pIqq pozitivan operator,
tada je T P Mwprp`1pIq`q, i obrnuto, svako linearno očuvanje slabe majorizacije je i
linearno očuvanje standardne majorizacije, tj. važi Mwprp`1pIq`q ĹMprp`1pIqq.
Dokaz. Ako je T P Mprp`1pIqq pozitivan operator, tada je Tej P `ppIq`, @j P I. Imamo
da za svako i P I, ili postoji tačno jedno j P I za koje je xTej, eiy ą 0 ili je skup
txTej, eiy | j P Iu jednoelementni, na osnovu Teoreme 1.2.14, 1q Ø 4q. Kako, Tej ă Tek
i Tek ă Tej povlači Tej ăw Tek i Tek ăw Tej, stavka 4q Teoreme 3.4.11 je zadovoljena,
stoga je T PMwprp`1pIq`q.
Kada je T P Mwprp`1pIq`q pozitivan, tada je T P Mprp`1pIq`q, na osnovu Teo-
reme 3.4.11, 1q Ñ 3q i Teoreme 1.2.14, 3q Ñ 1q. Očigledno je jedinični operator I
linearno očuvanje slabe i standardne majorizacije, med̄utim ´I P Mprp`1pIqq i ´I R
Mwprp`1pIq`q, dakle Mwprp`1pIq`q je pravi podskup od Mprp`1pIqq.
3.5 Topološke osobine skupa linearnih očuvanja slabe
majorizacije
3.5.1 Zatvorenost skupa linearnih očuvanja Mwprp`ppIq`q
U ovoj sekciji biće pokazano da je skup svih linearnih očuvanja slabe majorizacije
ograničen i zatvoren podskup skupa svih ograničenih linearnih operatora na diskretnom
Lebegovom prostoru `ppIq, u odnosu na operatorsku normu. Kada je I konačan skup,
ova činjenica će biti dokazana na osnovu kompaktnosti skupa DsSp`ppIqq. Kada je I
beskonačan skup, Primer 3.5.3 pokazuje da skup DsSp`ppIqq nije kompaktan. Iz tog
razloga, s obzirom da se kompaktnost u ovom slučaju ne može iskoristiti, zatvorenost
skupa svih očuvanja Mwprp`ppIq`q biće dokazana drugačijim metodama, koje su opisane
u nastavku.
Teorema 3.5.1. Neka je I proizvoljan neprazan skup, i neka je p P r1,8q. Skup
DsSp`ppIqq je ograničen i zatvoren po normi podskup skupa svih ograničenih linearnih
operatora na p`ppIqq.
Dokaz. Na osnovu Leme 3.1.7, znamo da je norma substohastičkog operatora najvǐse 1,
pa je skup DsSp`ppIqq ograničen.
Neka je pDkqkPN niz dvostruko substohastičkih operatora Dk P DsSp`
ppIqq koji kon-
vergira po normi ka ograničenom linearnom operatoru D : `ppIq Ñ `ppIq. Za fiksirane
i0, j0 P I imamo da je










kada je k Ñ 8. Sledi da je
lim
kÑ8
xDkej, eiy “ xDej, eiy, @i, j P I. (3.42)
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xDkej, eiy ď 1, @k P N, @j P J . Slično je
ÿ
jPI
xDej, eiy ď 1, @i P I,
pa sledi D P DsSp`ppIqq.
Posledica 3.5.2. Neka je I proizvoljno izabran konačan neprazan skup i neka je p P
r1,8q. Skup DsSp`ppIqq je kompaktan skup.
Dokaz. Sledi direktno na osnovu Teoreme 3.5.1.
Prethodnu posledicu smo mogli dokazati i na osnovu jednog sasvim drugačijeg pris-
tupa. Naime, kako je jedinična kugla ograničenih linearnih operatora na `ppIq kompaktan
skup, kada je I konačan skup, stoga i zatvoren podskup DsSp`ppIqq mora biti kompak-
tan, takod̄e. Med̄utim, kada je I beskonačan skup, Posledica 3.5.2 ne važi, to jest, skup
DsSp`ppIqq nije kompaktan, što se može zaključiti i na osnovu narednog primera.





1, i “ j “ k,
0, inače.
Ova definicija substohastičkih operatora je opravdana na osnovu Teoreme 3.1.9. Očigledno,
niz pDkqkPN divergira po normi i ne postoji konvergentan podniz niza pDkqkPN. Drugim
rečima skup DsSp`ppIqq nije kompaktan.
Teorema 3.5.4. Neka je p P r1,8q, i pretpostavimo da je skup I konačan. Tada je skup
Mwprp`ppIq`q zatvoren po normi podskup skupa svih ograničenih linearnih operatora na
`ppIq.
Dokaz. Neka je p P r1,8q i neka je I konačan skup. Neka je dat niz operatora pTkqkPN,
Tk P Mwprp`ppIq`q koji konvergira po normi ka ograničenom linearnom operatoru T :
`ppIq Ñ `ppIq. Fiksirajmo funkcije f, g P `ppIq takve da je f ăw g. Tada važi
Tkf ăw Tkg, @k P I,
i postoji niz operatora pDkqkPN, Dk P DsSp`
ppIqq za koji je
DkTkg “ Tkf.
64
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Na osnovu Posledice 3.5.2, postoji podniz pDkjqjPN pomenutog niza, i postoji neki operator
D P DsSp`ppIqq za koji je lim
jÑ8
Dkj “ D. Jasno je da važi i DkjTkjg “ Tkjf , @j P N.






Dakle, Tf ăw Tg.
Ukoliko pogledamo još jednom prethodni dokaz, uočavamo da je iskorǐsćena Posledica
3.5.2 na osnovu koje se zaključilo da proizvoljno izabran niz dvostruko substohastičkih
operatora sadrži konvergentan podniz, koji konvergira ka nekom dvostrukom substo-
hastičkom operatoru. Ova činjenica je tačna samo kada je skup I konačan. Kada je
I beskonačan skup, Primer 3.5.3 pokazuje suprotno. Na osnovu ovih argumenata, ne
može se pokazati zatvorenost skupa Mwprp`ppIq`q ovim pristupom, kada je I beskonačan
skup. Da bi se pokazala zatvorenost skupa Mwprp`ppIq`q, kada je p P p1,8q, i kada je I
beskonačan, potrebno je prethodno dokazati rezultate koji su predstavljeni u nastavku.
Teorema 3.5.5. Neka je I beskonačan skup, p P p1,8q, i neka su data dva konvergentna
pozitivna niza pfkqkPN i pgkqkPN, fk, gk P `
ppIq`, koja kovergiraju ka funkcijama
lim
kÑ8




gk “ g P `
p
pIq`.
Ako važe majorizacione relacije fk ăw gk i gk ăw fk, @k P N, tada postoji parcijalna
permutacija P P pP p`ppIqq za skupove I`f i I
`
g , takva da je
f “ Pg.
Štavǐse,
f ăw g i g ăw f.
Dokaz. Sliku proizvoljne funkcije označavamo sa fpJq “ tfpiq | i P Ju. Kako su fpIq
i gpIq najvǐse prebrojivi skupovi, tada postoji strogo opadajući niz pozitivnih realnih
brojeva pαkqkPN0 , tako da je
αk R fpIq Y gpIq, (3.43)
i α0 ą fpiq, gpiq, @i P I. Ovaj niz konvergira ka nuli, očigledno. Definǐsemo skupove
Ikg :“ ti P I
`
g | αk ă gpiq ă αk´1u, @k P N,








Fiksirajmo m P N. Na osnovu činjenice cardpImf q ă ℵ0, zaključujemo da postoji realan
broj ε ą 0 za koji je
fpjq P pαm ` ε, αm´1 ´ εq Ă pαm, αm´1q,
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za svako j P Imf . Kako je lim
nÑ8








“ }f ´ fn}
p,
dobijamo da postoji prirodan broj n1 P N takav da je |fpjq ´ fnpjq| ď }f ´ fn} ă ε,
@n ą n1, @j P I
m
f . Fiksirajmo sada j P I
m
f . Dobija se
fnpjq P pfpjq ´ ε, fpjq ` εq Ă pαm, αm´1q.





, @n ą n1.
Želimo da pokažemo da postoji n0 P N tako da je Imf “ Imfn , za svako n ą n0. Slično
kao gore, kako je cardpInf q ă ℵ0, @n P N, ukoliko iskoristimo iskaz (3.43), dobićemo da
postoji realan broj r ą 0 takav da je














Takod̄e, postoji prirodan broj n2 P N za koji je fnpiq P pfpiq ´ r, fpiq ` rq, @i P I`f ,

















kadgod je n ą n2. Stoga, ako je i P pI
m
fn

















dakle, Imfn “ I
m
f , @n ą n0 :“ maxtn1, n2u. Na sličan način, postoji ñ0 P N tako da je
Imgn “ I
m







g , @n ą Nm :“ maxtn0, ñ0u. (3.45)
Prvo ćemo pretpostaviti da postoje k P Imf i j P I
m
g tako da je fpkq ‰ gpjq. Neka je
0 ă η :“ mint|fpkq ´ gpjq| : k P Imf , j P I
m
g , fpkq ‰ gpjqu. (3.46)
Sada postoji nm ą Nm tako da je
|fnmpkq ´ fpkq| ă η{2 i |gnmpkq ´ gpkq| ă η{2, @k P I.
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Sada je ωmpkq P I
m
gnm
“ Img . Dalje, ako pretpostavimo da je i “ ω
´1




neko j P Img “ I
m
gnm
, tada fnmpiq R pαm, αm´1q, pa je fnmpiq ‰ gnmpωmpiqq što je nemoguće.







rωmpiq :“ ωmpiq, @i P I
m
f
je bijekcija. Sada, za svako k P Imf ,
|fpkq ´ gpωmpkqq| ď |fpkq ´ fnmpkq| ` |fnmpkq ´ gpωmpkqq|
“ |fpkq ´ fnmpkq| ` |gnmpωmpkqq ´ gpωmpkqq| ă η.
Ovo povlači da je fpkq “ gpωmpkqq “ gprωmpkqq, @k P I
m
f , na osnovu (3.46).
Pretpostavimo da je fpkq “ gpjq, @k P Imf i @j P I
m






fpiq “ gpωmpiqq, @i P I
m
f .
Slično kao gore, za fiksirano n ą Nm, stavka (3.45) je ispunjena, i postoji bijekcija ωm :
I`fn Ñ I
`
gn tako da je fnpiq “ gnpωmpiqq, @i P I
`
fn
, na osnovu Teoreme 3.2.11. Sada
definǐsemo bijekciju rωm kao u (3.47).
Kako je prirodan broj m P N proizvoljno izabran, dobijamo da su zaključci dobijeni u
prethodnom izlaganju tačni za svako m P N. Ako definǐsemo preslikavanje Ω : I`f Ñ I`g
na sledeći način:
Ωpkq :“ rωmpkq, @k P I
m
f , @m P N.






f , zaključujemo da je Ω
bijekcija, pa sledi
fpkq “ gpΩpkqq, @k P I`f .
Sada postoji parcijalna permutacija P P pP p`ppIqq za skupove I`f i I
`
g , koju odred̄uje
bijekcija Ω, tako da je
f “ Pg.
Jasno, na osnovu Teoreme 3.2.11 je
f ăw g i g ăw f.
Teorema 3.5.6. Neka je I beskonačan skup, i neka je p P p1,8q. Skup Mwprp`ppIq`q je
zatvoren po normi podskup skupa svih ograničenih linearnih operatora na `ppIq.
Dokaz. Neka je pTkqkPN niz operatora Tk P Mwprp`ppIq`q, koji konvergira po normi ka
ograničenom linearnom operatoru T : `ppIq Ñ `ppIq. Kako je ei ăw ej i ej ăw ei, sledi da
je Tkei ăw Tkej i Tkej ăw Tkei jer je T linearno očuvanje. Sledi da je lim
kÑ8
Tkei “ Tei i
lim
kÑ8
Tkej “ Tej. Sada je
Tei ăw Tej i Tej ăw Tei,
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na osnovu Teoreme 3.5.5.
Pretpostavimo da postoje i0, j1, j2 P I tako da je xTej1 , ei0y ą 0 i xTej2 , ei0y ą 0. Kako
važi Tk Ñ T , dobija se
xTmej1 , ei0y ą 0 i xTmej2 , ei0y ą 0,
za neko m P N, što je u kontradikciji sa činjenicom Tm PMwprp`ppIq`q, na osnovu Teoreme
3.3.11. Dakle, za svako i P I postoji najvǐse jedno j P I za koje je xTej, eiy ą 0. Konačno,
zaključujemo da je T PMwprp`ppIq`q, po Teoremi 3.3.11.
3.5.2 Zatvorenost skupa linearnih očuvanja Mwprp`1pIq`q
Cilj ove podsekcije je da se pokaže da je skup svih linearnih očuvanja slabe majorizacije
zatvoren za normu u skupu svih ograničenih linearnih operatora na `1pIq, kada je I
beskonačan skup. Da bismo to pokazali, biće nam potrebna sledeća teorema. Slučaj
kada je I konačan skup je dokazan u prethodnoj podsekciji.
Teorema 3.5.7. Neka je I beskonačan skup, i neka su pfkqkPN i pgkqkPN dva konvergentna
pozitivna niza funkcija fk, gk P `
1pIq`, čije su granične funkcije
lim
kÑ8




gk “ g P `
1
pIq`.
Ako je fk ăw gk i gk ăw fk, @k P N, tada postoji parcijala permutacija P P pP p`1pIqq za
skupove I`f i I
`
g , za koju važi
f “ Pg.
Štavǐse,
f ăw g i g ăw f.
Dokaz. Kako je cardpfpIqq ď ℵ0 i cardpgpIqq ď ℵ0, postoji strogo opadajući niz pozitivnih
realnih brojeva pαkqkPN0 , takav da je
αk R fpIq Y gpIq i α0 ą suptfpiq, gpiq | i P Iu. (3.48)
Neka su
Skf :“ ti P I
`
f | αk ă fpiq ă αk´1u, @k P N,





f , i f P `
1
pIq.
Sada, postoji ε ą 0 tako da je fpjq P pαk ` ε, αk´1 ´ εq Ă pαk, αk´1q, za svako j P S
k
f .
Dalje, postoji n1 P N tako da je




fnpjq P pfpjq ´ ε, fpjq ` εq Ă pαk, αk´1q,
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pa je Skf Ă S
k
fn
, @n ą n1.
Na osnovu (3.48) postoji realan broj r ą 0 takav da je





























Sif po izrazu (3.49), pa je,








što povlači Skfn Ă S
k
f , dakle, S
k
fn
“ Skf , @n ą n0 :“ maxtn1, n2u. Slično, postoji ñ0 P N
tako da je Skgn “ S
k







g , @n ą Nk :“ maxtn0, ñ0u.
Bez gubljenja opštosti, neka je fpiq ‰ gpjq, gde je i P Skf i j P S
k
g . Neka je
0 ă η :“ mint|fpiq ´ gpjq| : i P Skf , j P S
k
g , fpiq ‰ gpjqu. (3.50)
Sada, postoji nk ą Nk tako da je
|fnkpiq ´ fpiq| ă η{2 i |gnkpiq ´ gpiq| ă η{2, @i P I.






za svako t P I`fnk
pri čemu je gnkpωkpiqq “ fnkpiq P pαk, αk´1q, @i P S
k
fnk







definisano sa rωkptq :“ ωkptq, @t P S
k
f bijekcija. Štavǐse, za svako t P S
k
f je
|fptq ´ gpωkptqq| ď |fptq ´ fnkptq| ` |fnkptq ´ gpωkptqq|
“ |fptq ´ fnkptq| ` |gnkpωkptqq ´ gpωkptqq| ă η.
Sledi da je fptq “ gpωkptqq “ gprωkptqq, @t P S
k
f , na osnovu (3.50).
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Sada ćemo definisati bijekciju Ω : I`f Ñ I
`
g na sledeći način:
Ωpiq :“ rωkpiq, @i P S
k
f ,
za odgovarajuće k P N. Jasno je da sledi
fpiq “ gpΩpiqq, @i P I`f ,
pa postoji parcijalna permutacija P P pP p`1pIqq za skupove I`f i I
`
g , odred̄ena bijekcijom
Ω, tako da je
f “ Pg.
Dakle,
f ăw g i g ăw f
na osnovu Teoreme 3.2.11.
Teorema 3.5.8. Neka je I beskonačan skup. Skup Mwprp`1pIq`q je zatvoren za normu
u skupu svih ograničenih linearnih operatora na `1pIq.
Dokaz. Neka je pTkqkPN niz operatora Tk P Mwprp`1pIq`q koji konvergira po normi ka
ograničenom linearnom operatoru T : `1pIq Ñ `1pIq. Pokazaćemo da operator T zadovol-
java stavku 4) u Teoremi 3.4.11.
Prvo ćemo dokazati da za svako i P I, ili postoji tačno jedno j P I za koje je xTej, eiy ą
0 ili je skup txTej, eiy | j P Iu jednoelementni. Pretpostavimo suprotno da postoje r, s P I
za koje je
xTer, eiy ą 0 i xTes, eiy ą 0
za neko i P I, i važi xTer, eiy ‰ xTes, eiy. Kako je
lim
kÑ8
Tkej “ Tej, @j P I,
stoga postoji k P N za koje važi xTker, eiy ą 0, xTkes, eiy ą 0 i xTker, eiy ‰ xTkes, eiy, što
je u kontradikciji sa stavkom 4q Teoreme 3.4.11.
Fiksirajmo r, s P I. Kako je, Tk PMwprp`1pIq`q, stoga sledi da je












Tes ăw Ter i Ter ăw Tes,
na osnovu Teoreme 3.5.7, dakle T PMwprp`1pIq`q.
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Glava 4
Slaba supermajorizacija i dvostruko
superstohastički operatori na `ppIq
4.1 Familije kao dvostruko superstohastički opera-
tori
Kao što znamo, u konačno-dimenzionalnom slučaju proizvoljna n ˆ n matrica paijq je
dvostruko superstohastička ako postoji bar jedna nˆn dvostruko stohastička matrica praijq




aij ě 1, i














postoji jedinstveni dvostruko stohastički operator A : `ppIq Ñ `ppIq tako da je
xAej, eiy “ aij









postoji jedinstveni dvostruko substohastički operator A : `ppIq Ñ `ppIq tako da je
xAej, eiy “ aij,
na osnovu Teoreme 3.1.9.
Sledeći primer nam pokazuje da u opštem slučaju analogija sa pomenutim slučajevima
ne važi kada su gore posmatrane sume veće ili jednake od 1. Preciznije, predstavićemo
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i postoji dvostruko stohastički operator rA takav da je aij ě x rAej, eiy, med̄utim, operator
A : `ppIq Ñ `ppIq definisan matrično sa (4.2) nije ograničen.
Primer 4.1.1. Neka je A “ taij | i, j P Nu familija definisana sa
aij “
"
i, i “ j,
0, inače.
Očigledno za jedinični operator važi I P DSp`ppIqq, @p P r1,8q. Takod̄e je aii ě 1 “




aij ě 1, i p@i P Iq
ÿ
jPI
aij ě 1. (4.1)










možemo definisati operator A : `ppIq Ñ `ppIq koji nije ograničen. Da bismo to dokazali,
pretposatavimo suprotno, da je operator A ograničen. Tada postoji M ą 0 tako da je
}Af}p ď M , @f P `
ppIq, za koje je }f}p “ 1. Fiksirajmo prirodan broj m ą M . Sledi da
je Aem “ m ¨ em i }Aem}p “ m ¨ }em}p “ m ąM , sledi da je A neograničen operator.
Dakle, poslednji primer nam pokazuje da postoje familije koje zadovoljavaju uslov
(4.1), ali odred̄uju neograničen operator definisan sa (4.2), na prostoru `ppIq. Iz tog
razloga identifikovaćemo sve one familije koje se mogu posmatrati kao ograničeni linearni
operatori na prostoru `ppIq za svako p P r1,8q definisani sa (4.2), i posmatraćemo samo
one familije ove klase koje zadovoljavaju dodatan uslov (4.1). Takve familije će biti
potencijalni kandidati za superstohastičke operatore.
4.1.1 Ograničeni linearni operatori na diskretnim Lebegovim
prostorima
Predstavićemo dve važne teoreme koje daju potrebne i dovoljne uslove da proizvoljna
familija bude ograničen linearan operator na `1pIq, odnosno `8pIq.
Teorema 4.1.2. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva, gde je I proizvoljan
neprazan skup. Ova familija definǐse jedinstven ograničen linearan operator A : `1pIq Ñ
`1pIq koji zadovoljava
xAej, eiy “ aij, @i, j P I (4.3)
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|aij| ă 8 (4.4)
Obrnuto, svaki ograničen linearan operator A : `1pIq Ñ `1pIq zadovoljava uslov (4.4), gde
je aij :“ xAej, eiy. Štavǐse, }A}1 “M2.
Dokaz. Prvo, neka je A : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator i neka je aij :“



















@f P `1pIq, @i P I. Kako je
|Aipfq| ď }Af}1 ď }A}1}f}1,
dobijamo da je Ai P l1pIq
˚, @i P I. Sada je
ÿ
iPI
|Aipfq| “ }Af}1 ď }A}1}f}1, @f P `
1
pIq.










što povlači da važi izraz (4.4) i M2 ď }A}1.
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tada je ovaj operator dobro definisan i važi Ap`1pIqq Ď `1pIq, na osnovu (4.5). Linearnost








pa je operator A ograničen, i važi suprotna nejednakost }A}1 ď M2, dakle }A}1 “ M2.












arjxer, eiy “ aij (4.7)
za svako i P I, i za svako j P I.
Ukoliko pretpostavimo da postoji još jedan operator A1 : `











fpjqxAej, eiy “ xAf, eiy,
pa je A1 “ A.
Teorema 4.1.3. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva, gde je I proizvoljan
neprazan skup. Ova familija definǐse ograničen linearan operator A : `8pIq Ñ `8pIq koji
zadovoljava






|aij| ă 8. (4.9)










tada familija A “ taij | i, j P Iu zadovoljava uslove (4.8) i (4.9). Štavǐse, }A}8 “M1.
Dokaz. Neka je A : `8pIq Ñ `8pIq ograničen linearan operator definisan sa (4.10). Tada









@i P I, po (4.10). Na osnovu ove činjenice, možemo definisati ograničene linearne
funkcionale Ai, @i P I, sa
Aipfq :“ Afpiq.
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Zaista, funkcionali su ograničeni što se može videti iz činjenice da nejednakost |gpjq| ď
}g}8, @g P `
8pIq povlači
|Aipfq| ď }Apfq}8 ď }A}8}f}8.
Linearnost se lako pokazuje.
Fiksirajmo fi P `







“ |Aipfiq| ď }A}8}fi}8 “ }A}8, @i P I
što povlači (4.9) i M1 ď }A}8.
Pretpostavimo da (4.9) važi za proizvoljno izabranu familiju A “ taij | i, j P Iu.








@i P I, pa možemo zaključiti da je Af P `8pIq. Takod̄e, A : `8pIq Ñ `8pIq je ograničen




Štavǐse, }A}8 ď M1, pa se može zaključiti da je }A}8 “ M1. Sada, lako se proverava da
(4.8) važi za svako i P I, i za svako j P I, na osnovu (4.7).




čemu se ovaj red uzima kao konvergentan u slaboj zvezda topologiji. Štavǐse, za svaki









fpjqxAej, eky, @k P I. (4.12)
Dokaz. Neka je f P `8pIq. Podsećamo da je `8pIq “ p`1pIqq˚ i ei P `
8pIq. Stoga,




1pIqq˚, gde je J Ă I, |J | ă ℵ0. Sada za svaku
funkciju x P `1pIq je






























fpjqxpjq “ xx, fy




































“ xA0x, fy “ xx,Afy, @x P `
1
pIq
gde je A adjungovani operator od A0, tj. A
˚
0 “ A. Dakle, (4.11) je zadovoljeno. Štavǐse,
za x “ ek, stavka (4.12) je jasna.
Sledeća teorema daje potrebne i dovoljne uslove da proizvoljan operator na pristoru
`8pIq bude adjungovani operator.
Teorema 4.1.5. Ograničen linearan operator A : `8pIq Ñ `8pIq je adjungovani operator
ako i samo ako je operator A definisan sa (4.10), gde je aij :“ xAej, eiy.
Dokaz. Prvo, pretpostavimo da postoji ograničen linearan operator A0 : `
1pIq Ñ `1pIq
tako da je A˚0 “ A. Tada je










aijfpjq, @i P I, @f P `
8
pIq.
Sledi da je operator A definisan sa (4.10).
Obrnuto, ako je operator A definisan sa (4.10), tada važi (4.8) i (4.9), po Teoremi
4.1.3. Sada, familija A0 “ ta0ij | i, j P Iu, gde je a0ij “ aji, @i P I, @j P I zadovoljava (4.4),
pa postoji jedinstven ograničen linearan operator A0 : `
1pIq Ñ `1pIq tako da je
xA0ej, eiy “ a
0
ij “ aji “ xAei, ejy. (4.13)




`1pIq i g P `8pIq tako da je xA0f, gy ‰ xf, Agy. Štavǐse,
ÿ
iPI
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gpjqA0eipjq “ xA0ei, gy




Sledi da postoji bar jedno j P I za koje je aij “ xAej, eiy ‰ xA0ei, ejy “ a
0
ji, što je u
kontradikciji sa stavkom (4.13).
Sledeća teorema i njena posledica su glavni rezultati u ovom poglavlju, i oni će biti
krucijalni u proučavanju slabe supermajorizacione relacije na `ppIq, kada je p P r1,8q.
Teorema 4.1.6. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva. Ako se ova familija
može istovremeno posmatrati kao ograničen linearan operator iz `1pIq u `1pIq i iz `8pIq u
`8pIq definisan sa (4.10), tada ova familija A predstavlja ograničen linearan operator A
iz `ppIq u `ppIq, za svako p P r1,8s. Štavǐse, }A}p ď maxt}A}1, }A}8u.
Dokaz. Na osnovu Teorema 4.1.2 i 4.1.3 zaključujemo da važi (4.4) i (4.9). Postoji realan
broj M definisan sa
M :“ maxt}A}1, }A}8u ă 8 (4.14)








|aij| ă 8. Neka je sada q konjugovani














































































































q }f}pp ă 8
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pq }f}p “M}f}p, @f P `
p
pIq,
pa je A ograničen linearan operator na `ppIq, i važi }A}p ďM .
Kao što je obećano, u prethodnoj teoremi su predstavljeni dovoljni uslovi da proizvoljna
familija generǐse ograničen linearan operator na `ppIq sa (4.6), za svako p P r1,8q.
Posledica 4.1.7. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva. Ukoliko ova famil-
ija zadovoljava uslove (4.4) i (4.9) tada se ona može posmatrati kao ograničen linearan
operator iz `ppIq u `ppIq definisan sa (4.10), za svako p P r1,8s.
Dokaz. Sledi direktno na osnovu Teorema 4.1.2, 4.1.3 i 4.1.6.
4.1.2 Superstohastički operatori
U nastavku, razmatraćemo samo familije taij | i, j P Iu koje zadovoljavaju uslove (4.4)
i (4.9), i tretiraćemo ih kao linearne ograničene operatore na `ppIq definisane sa (4.6),
pri čemu je p P r1,8q. Takod̄e, norma ovih operatora je ograničena pozitivnim realnim
brojem M , definisanim sa (4.14).
Radi pojednostavljenja, koristićemo istu oznaku A za familiju A “ taij | i, j P Iu koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9), kao i za ograničen linearan operator A : `ppIq Ñ `ppIq,
definisan sa (4.6).
Definicija 4.1.8. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija pozitivnih realnih brojeva, koja
zadovoljava (4.4) i (4.9), gde je I proizvoljan neprazan skup. Familija A je
1) superstohastička po vrstama, ako je
ř
jPI
aij ě 1, @i P I.
2) superstohastička po kolonama, ako je
ř
iPI
aij ě 1, @j P I.
3) dvostruko superstohastička, ako postoji dvostruko stohastički operator rA P DSp`ppIqq
takav da je aij ě x rAej, eiy, @i, j P I.
U nastavku, u mnogim situacijama stohastičke familije ćemo nazivati stohastičkim
operatorima, kada posmatramo ove familije kao operatore definisane sa (4.10), to jest,
kada želimo da naglasimo njihove operatorske karakteristike, sto je omogućeno rezulta-
tima iz prethodne podsekcije. Skup svih superstohastičkih po vrstama, superstohastičkih
po kolonama kao i dvostruko superstohastičkih familija (operatora) na `ppIq, kada je
p P r1,8q označavaćemo respektivno, sa RSPSp`ppIqq, CSPSp`ppIqq, DSPSp`ppIqq.
Očigledno je RSp`ppIqq Ă RSPSp`ppIqq, CSp`ppIqq Ă CSPSp`ppIqq i DSp`ppIqq Ă
DSPSp`ppIqq. Lako se vidi na osnovu definicije da je DSPSp`ppIqq Ă RSPSp`ppIqq,
DSPSp`ppIqq Ă CSPSp`ppIqq i P p`ppIqq Ă DSPSp`ppIqq.
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Napominjemo da nije neophodno posmatrati operatore iz `ppJq u `ppIq kao dvostruko
superstohastičke, kada je cardpIq ‰ cardpJq, kao kod substohastičkih operatora (videti
Definiciju 3.1.1). Naime, cardpIq “ cardpJq ako i samo ako postoji dvostruko stohastički
operator D : `ppJq Ñ `ppIq na osnovu Teoreme 1.2.3. Ukoliko bismo proširili Defini-
ciju 4.1.8 na operatore iz `ppJq u `ppIq, dobili bismo da egzistencija dvostruko supersto-
hastičkog operatora A : `ppJq Ñ `ppIq povlači egzistenciju dvostruko stohastičkog opera-
tora rA : `ppJq Ñ `ppIq za koji je xAej, eiy ě x rAej, eiy, @i, j P I, dakle važilo bi cardpIq “
cardpJq, ponovo na osnovu Teoreme 1.2.3. Dakle, zaključujemo da važi cardpIq “ cardpJq
ako i samo ako postoji dvostruko superstohastički operator D : `ppJq Ñ `ppIq, stoga je do-
voljno posmatrati samo dvostruko superstohastičke operatore na `ppIq uvedene u Definiciji
4.1.8.
Lema 4.1.9. Neka je p P r1,8q i pretpostavimo da je A “ taij | i, j P Iu familija
pozitivnih realnih brojeva.
































Dokaz. Neka je p P r1,8q.











aij ď }A}8}f}1 ă 8.





































































xAej, eiy ď }A}1}f}1 ă 8.
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Kako je A˚ei P `



















































xei, Aejy ď ||A}1}f}1.
Dakle, (4.17) je zadovoljeno.
Sledeća veoma korisna posledica predstavlja uopštenje Leme 1.2.8 za superstohastičke
operatore na `ppIq ali za pozitivne funkcije `1pIq`.
Posledica 4.1.10. Neka je p P r1,8q i neka je A “ taij | i, j P Iu familija pozitivnih
realnih brojeva za koju važi (4.4) i (4.9).
1) A P RSPSplppIqq ako i samo ako je















2) A P CSPSplppIqq ako i samo ako je















































dakle, (4.20) važi po Lemi 4.1.9, stavka 1). S druge strane, ako (4.20) važi, tada je
A P RSPSplppIqq ukoliko izaberemo da je f “ ei, @i P I.
















pa važi (4.21) po Lemi 4.1.9 2). S druge strane, (4.21) povlači A P CSPSplppIqq, ukoliko
stavimo da je f “ ei.
Iskoristićemo prethodnu posledicu da bi dokazali sledeći rezultat.
Teorema 4.1.11. Neka je p P r1,8q. Skup RSPSp`ppIqq je zatvoren za kompoziciju, to
jest, ako A i B pripadaju skupu RSPSp`ppIqq, tada je AB P RSPSp`ppIqq. Isti zaključak
važi i za skupove CSPSp`ppIqq i DSPSp`ppIqq.
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Dokaz. Neka je A,B P RSPSp`ppIqq. Ovi operatori zadovoljavaju uslove (4.4) i (4.9). Na
osnovu Teorema 4.1.2 i 4.1.3, ovi operatori su ograničeni linearni operatori na `1pIq i na
`8pIq, pa je i operator AB ograničen i linearan na ovim prostorima kao kompozicija dva















to je A˚ei P `



























ě }ei}1 “ 1,
po Posledici 4.1.10 pod 1). Lako se vidi da je xABej, eiy ě 0, pa zaključujemo da je
AB P RSPSp`ppIqq.
Neka je A,B P CSPSp`ppIqq. Na isti način se zaključuje da kompozicija AB zadovol-




xABej, eiy ď }A}1}Bej}1 “ }A}1
ÿ
kPI




xABej, eiy ě }Bej}1 ě }ej}1 “ 1
po Posledici 4.1.10 stavka 2), pa je AB P CSPSp`ppIqq.
Neka je sada A,B P DSPSp`ppIqq. Sledi da postoje odgovarajući operatori rA, rB P







rBekpjqx rAej, eiy “ x rA rBek, eiy,
dakle AB P DSPSp`ppIqq, jer je rA rB P DSp`ppIqq po [13, Theorem 2.4.].
Sada ćemo prikazati neke osnovne osobine dvostruko superstohastičkih operatora.
Teorema 4.1.12. Neka je data familija A “ taij : i, j P Iu P DSPSp`
ppIqq.
1) Ako je p “ 1, Tada je }A}1 ě 1. Dodatno, ako je A “ taij : i, j P Iu P DSp`
1pIqq
tada je }A}1 “ 1.
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2) Ako postoje i, j P I takvi da važi aij ě 1, tada je }A}p ě 1, @p P r1,8q.
3) Ako je A P DSPSp`ppIqq i p P p1,8q, i ako postoje konačni podskupovi I1, I2 Ă I
takvi da je familija taij : i P I1, j P I2u dvostruko stohastička, tada je }A}p ě 1.
Dodatno, ako je A P DSp`ppIqq tada je }A}p “ 1.
























stoga je }A}p ě 1, pa 2q važi.
Okrećemo se dokazu stavke 3q. Skupovi I1, I2 imaju istu kardinalnost, po Teoremi
1.2.3. Neka je g “
ř
jPI2
ej. Tada je Ag “ h ` h1, gde je h “
ř
iPI1
ei i h1piq ě 0, @i P I,
pa možemo zaključiti }Ag}p “ }h` h1}p ě }h}p “ }g}p, to jest }A}p ě 1.
Kako je }A}p ď 1, kada je A P DSp`
ppIqq po Lemi 3.1.8, stoga je }A}p “ 1.
Primer 4.1.13. Neka je A “ taijui,jPN P DSp`
ppNqq beskonačna matrica koja definǐse










1{2 1{2 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
1{2 1{2 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
0 0 1{2 1{2 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨














Tada je }Ape1 ` e2q}
p
p “ 1
p ` 1p “ 2 “ }pe1 ` e2q}
p
p, dakle sledi }A}p ě 1, pa je }A}p “ 1,
po Teoremi 4.1.12, stavka 3).
Primer 4.1.14. Neka je A “ taijui,jPN P DSp`

















1{2 1{4 1{8 1{16 1{32 1{64 1{128 . . .
1{2 1{4 1{8 1{16 1{32 1{64 1{128 . . .
0 1{2 1{4 1{8 1{16 1{32 1{64 . . .
0 0 1{2 1{4 1{8 1{16 1{32 . . .
0 0 0 1{2 1{4 1{8 1{16 . . .
0 0 0 0 1{2 1{4 1{8 . . .
0 0 0 0 0 1{2 1{4 . . .
























Tada je }A}1 “ 1, po Teoremi 4.1.12, stavka 1q.
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Sa ciljem da Teorema 4.2.4 dobije odgovarajuću formu, proširićemo pojam dvostruko
superstohastičkog operatora i slabe supermajorizacije na `8pIq u Definicijama 4.1.15 i
4.2.3, respektivno.
Definicija 4.1.15. Neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva koja zadovoljava
stavke (4.4) i (4.9). Familija A, posmatrana kao ograničen linearan operator na `8pIq, je
1) superstohastička po vrstama ako postoji superstohastička familija po kolonama A0 P
CSPSp`1pIqq tako da je A “ A˚0 ;
2) superstohastička po kolonama ako postoji superstohastička familija po vrstama A0 P
CSPSp`1pIqq tako da je A “ A˚0 ;
3) dvostruko superstohastička ako postoji dvostruko superstohastička familija A0 P
DSPSp`1pIqq tako da je A “ A˚0 .
Skup svih superstohastičkih po vrstama, superstohastičkih po kolonama kao i dvostruko
superstohastičkih familija (operatora) na `8pIq označavaćemo respektivno, saRSPSp`8pIqq,
CSPSp`8pIqq, DSPSp`8pIqq.
Teorema 4.1.16. Neka je p P r1,8s. Tada su skupovi RSPSp`ppIqq, CSPSp`ppIqq i
DSPSp`ppIqq konveksni.
Dokaz. Neka su A1, A2 P RSPSp`
ppIqq. Definǐsemo novu familiju A “ tA1 ` p1 ´ tqA2 P
RSPSp`ppIqq za neko t P p0, 1q. Lako se može zaključiti da familija A zadovoljava uslove
(4.4) i (4.9).
Prvo, neka je p P r1,8q. Operatori A1 i A2 su pozitivni, tj. xA1ej, eiy ě 0 i xA2ej, eiy ě
0, @i, j P I. Ako je f P `ppIq`, tada je A1f P `
ppIq`, A2f P `
ppIq`, pa je operator A











xA1ej, eiy ` p1´ tq
ÿ
jPI
xA2ej, eiy ě 1
dobija se da važi A P RSPSp`ppIqq, pa je RSPSp`ppIqq konveksan skup.




je A1 “ pA
0
1q
˚ i A2 “ pA
0
2q
























pa je RSPSp`8pIqq konveksan skup.
Na sličan način može se zaključiti da je i CSPSp`ppIqq konveksan skup.
Neka su proizvoljno izabrani operatori A1, A2 P DSPSp`
ppIqq i neka su rA1, rA2 P
DSp`ppIqq takvi da je x rA1ej, eiy ď xA1ej, eiy i x rA2ej, eiy ď xA2ej, eiy, @i, j P I. Kako
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je DSp`ppIqq konveksan skup na osnovu Teoreme 2.1.2, stoga je rA “ t rA1 ` p1 ´ tq rA2 P
DSp`ppIqq za svako t P p0, 1q. Ukoliko definǐsemo A :“ tA1 ` p1´ tqA2, za neko t P p0, 1q,
tada je
xAej, eiy “ txA1ej, eiy ` p1´ tqxA2ej, eiy
ě txĂA1ej, eiy ` p1´ tqxĂA2ej, eiy “ x rAej, eiy, @i, j P I,
dakle, A P DSPSp`ppIqq. Dakle, DSPSp`ppIqq je konveksan skup.
4.2 Slaba supermajorizacija
Uvodimo pojam slabe supermajorizacije za dve proizvoljno izabrane pozitivne funkcije
f, g P `ppIq`, kada je p P r1,8q, uz pomoć dvostruko superstohastičkih operatora na
prostoru `ppIq.
Definicija 4.2.1. Neka je p P r1,8q. Za dve funkcije f, g P `ppIq`, funkcija f je slabo
supermajorizovana funkcijom g, i to označavamo sa f ăws g, ako postoji dvostruko su-
perstohastička familija D P DSPSp`ppIqq, tako da je f “ Dg.
Lema 4.2.2. Neka je p P r1,8q, i neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako je A P DSPSp`ppIqq tada je Af ăws f , @f P `ppIq`.
S druge strane, ako je Af ăws f , @f P `ppIq`, tada je A P CSPSp`ppIqq.
Dokaz. Neka je D :“ A P DSPSp`ppIqq. Jasno, sledi da je Af “ Df , @f P `ppIq`, pa je
Af ăws f , @f P `ppIq`.
Obrnuto, ako je Af ăws f , @f P `ppIq` tada familija A sadrži samo pozitivne elemente,
jer je Aei ă
ws ei P `
ppIq`, Aei P `
ppIq` i xAei, eky “ Aeipkq ě 0. Štavǐse, postoje operatori
Di P DSPSp`






xDiei, eky ě 1, @i P I.
Dakle, A P CSPSp`ppIqq.
Znamo da u konačno-dimenzionalnom slučaju relacija Ax ăws x povlači da matrica
A mora biti dvostruko superstohastička (videti Teoremu 1.1.12). Med̄utim u beskonačno-
dimenzionalnom slučaju, ukoliko pretpostavimo da je I beskonačan skup, tada operator
T ne mora biti dvostruko superstohastički ukoliko važi Af ăws f . Neka je I neprebrojiv
skup, i neka je za dato i0 P I definisana bijekcija ω : Izti0u Ñ I. Ako je definisan
ograničen linearan operator T : `ppIq Ñ `ppIq na sledeći način:
Tfpiq :“
"
fpωpiqq, i ‰ i0
0, i “ i0,
(4.23)
za svako f P `ppIq, sledi da za svako f P `ppIq postoji permutacija P P P p`ppIqq tako
da važi Tf “ Pf . Drugim rečima važi Tf ă f što implicira Tf ăws f . Lako se vidi
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da operator T nije dvostruko superstohastički jer uvek vazi
ř
jPI
xTej, eiy “ 0, na osnovu
definicije samog operatora T .
Dalje, proširićemo pojam slabe supermajorizacije za slučaj kada je p “ 8.
Definicija 4.2.3. Za dve funkcije f, g P `8pIq`, funkcija f je slabo supermajorizovana
funkcijom g, i to označavamo sa f ăws g, ako postoji dvostruko superstohastička familija
D P DSPSp`8pIqq, tako da je f “ Dg.
Teorema 4.2.4. Neka je p P r1,8q i neka je q konjugovani eksponent od p. Pretpostavimo
da je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva koja zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako
je A P DSPSp`ppIqq, tada je Af ăws f , @f P `ppIq` i A˚g ăws g, @g P `qpIq`. Obrnuto,
ako je Af ăws f , @f P `ppIq` i A˚g ăws g, @g P `qpIq` tada je A P RSPSp`ppIqq X
CSPSp`ppIqq.
Dokaz. Prvo ćemo pretpostaviti da je A P DSPSp`ppIqq. Na osnovu Leme 4.2.2, dobijamo







gpiqxek, Aeiy ě 0
za svako g P `qpIq`, pa je stoga A˚ pozitivna familija. Na osnovu xA˚ek, eiy “ xek, Aeiy
dobijamo da je A˚ P DSPSp`qpIqq, i sledi A˚g ăws g, @g P `qpIq` na osnovu Leme 4.2.2.
Ako je p “ 1 tada je A P DSPSp`1pIqq, dakle A˚ P DSPSp`8pIqq, po Definiciji 4.1.15.
Fiksirajmo D “ A˚. Kako je A˚g “ Dg, @g P `8pIq, stoga je A˚g ăws g, @g P `8pIq.
Pretpostavimo da je Af ăws f , @f P `ppIq` i A˚g ăws g, @g P `qpIq`. Sledi da je
A P CSPSp`ppIqq uz pomoć Leme 4.2.2. Ako je p ą 1 tada je A˚ P CSPSp`qpIqq po Lemi







xei, Aeky, @i P I,
pa je A P RSPSp`ppIqq. Konačno, pretpostavimo da je p “ 1. Kako je A˚ek ă
ws ek,
stoga postoje operatori Dk P DSPSp`
8pIqq takvi da je A˚ek “ Dkek, @k P I, i postoje
operatori Bk P DSPSp`














xAej, eky, @k P I,
dakle, A P RSPSp`1pIqq.
Analizom dokaza prethodne teoreme direktno dobijamo naredne posledice.
Posledica 4.2.5. Neka je p P r1,8q i neka je A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva
koja zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Ako je A P DSPSp`ppIqq tada je A˚ P DSPSp`qpIqq,
pri čemu je q konjugovani eksponent od p.
Posledica 4.2.6. Neka je p P r1,8q i A “ taij | i, j P Iu familija realnih brojeva koja
zadovoljava uslove (4.4) i (4.9).
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1) Ako je Af ăws f , @f P tei | i P Iu, tada je A P CSPSp`
ppIqq. Ako je dodatno
A˚f ăws f , @f P tei | i P Iu, tada je A P RSPSp`
ppIqq X CSPSp`ppIqq.
2) Ako je A P DSPSp`ppIqq tada je Af ăws f i A˚f ăws f , @f P tei | i P Iu.
Dokaz. Neka je Af ăws f , @f P tei | i P Iu. Jasno, Aei P p`
ppIqq`, @i P I tj. xAei, eky ě 0,
@k P I. Sledi da je A pozitivna familija. Sada, ostatak dokaza je očigledan, i oslanja se
na dokaz Leme 4.2.2 i Teoreme 4.2.4.
Sledeći primer pokazuje da u opštem slučaju Af ăws f , @f P tei | i P Iu i A
˚f ăws f ,
@f P tei | i P Iu ne povlači A P DSPSp`
ppIqq.









1 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 1 0 . . .














Očigledno je suma po ”vrstama“ i ”kolonama“ familije A veća ili jednaka od 1, dakle važi
A P RSPSp`ppNqq X CSPSp`ppNqq, med̄utim ne postoji operator Ã P DSp`ppNqq, za koji
je
xAej, eiy ě xÃej, eiy, @i, j P N
što se moše lako zaključiti. Dakle, A “ taijui,jPN R DSPSp`
ppNqq. S druge strane je
Ae1 “ e1, Aek`1 “ ek, @k P N. Jasno je da se mogu pronaći permutacije Pk P P p`ppNqq,
za koje je Aek`1 “ Pkek`1 “ ek, @k P N. Takod̄e je Ae1 “ Ie1 “ e1, pa imamo da je
Aek ă
ws ek, @k P N. Slično je A˚e1 “ e1 ` e2, A˚ek`1 “ ek`2, @k P N i A˚ek`1 “ ek`2 “
P 1k ek`1, @k P N, gde je P 1k P P p`ppNqq. Sledi da je A˚ek`1 ăws ek`1, @k P N. Fiksirajmo









1 0 0 0 0 . . .
1 1 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 . . .














Za ovaj operator je A˚e1 “ e1 ` e2 “ De1, pa važi i A
˚e1 ă
ws e1.
Sledeće nejednakosti sa konveksnim i konkavnim funkcijama predstavljaju uopštenje
dobro poznatih rezultata u konačno-dimenzionalnoj majorizacionoj teoriji.
Teorema 4.2.8. Neka je p P r1,8q i b P p0,8s, i pretpostavimo da je ϕ : r0, bq ÝÑ R
neprekidna rastuća konkavna funkcija. Za dve funkcije f, g P `ppIq`, za koje je fpiq, gpiq ă









Dokaz. Neka je f ăws g. Postoji familija D P DSPSp`ppIqq takva da je f “ Dg. Funkcija




fpiq “ Dgpiq “
ÿ
jPI
gpjqxDej, eiy, @i P I.
Pretpostavimo da je ϕ pozitivna neprekidna rastuća konkavna funkcija. Na osnovu
















ϕ pgpjqq x rDej, eiy,
gde je rD dvostruko stohastički operator koji odgovara operatoru D. Sada, promenom



















Napominjemo da ako funkcija ϕ nije pozitivna, s obzirom da je ona neprekidna i
rastuća važi lim
tÑ0`










ϕpgpjqq “ 8, kada je lim
tÑ0`




na osnovu prethodne diskusije.
Teorema 4.2.9. Neka je p P r1,8q i neka je ϕ : r0,8q ÝÑ R neprekidna opadajuća







Dokaz. Neka je f ăws g i ϕ negativna neprekidna opadajuća konveksna funkcija. Postoji
















ϕ pgpjqq x rDej, eiy
Sada sledi
87



























ϕpgpiqq “ `8, kada je cardpIq ě ℵ0.
Posledica 4.2.10. Neka je p P r1,8q i b P p0,8s, i neka su date funkcije f, g P `ppIq`
takve da je fpiq, gpiq ă b, @i P I. Ako je f ăws g i g ăws f tada je














Posledica 4.2.11. Neka su date funkcije f, g P `ppIq`, p P r1,8q. Ako je f ăws g i







za svaku funkciju ϕλ : r0,8q Ñ r0,8q definisanu sa
ϕλptq :“ t ¨ χr0,λqptq ` λ ¨ χrλ,8qptq, (4.24)
gde je λ P r0,8q.
Sledeći Primer 4.2.12 pokazuje da obrnuti smer u Posledici 4.2.10 ne važi. Takod̄e, u
ovom primeru možemo zaključiti da obrnuti smerovi Teorema 4.2.8 i 4.2.9 takod̄e ne važe.
Primer 4.2.12. Neka je r ą 1, p P r1,8q i neka su dve funkcije f, g P `1pNq` Ă `ppNq`












ek. Jasno je da je fpk ` 1q “ gpkq, k P N i
fp1q “ 0. Neka je ϕ : r0, bq ÝÑ R proizvoljno izabrana rastuća konkavna (opadajuća


















Štavǐse, ako je lim
xÑ0`









Neka je D : `ppNq Ñ `ppNq proizvoljno izabran ograničen linearan operator za koji
važi f “ Dg, to jest

















stoga je xDek, e1y “ 0, @k P N. Dakle, D R DSPSp`ppIqq što povlači f ćws g.
Sada ćemo dokazati najbitniju teoremu u ovoj sekciji.
Teorema 4.2.13. Za dve funkcije f, g P `1pIq`, sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) f ăws g i g ăws f ;
2) Postoji permutacija P P P p`1pIqq tako da je f “ Pg.




I0f :“ ti P I | fpiq “ 0u,
I`f :“ ti P I | fpiq ą 0u.
Očigledno je I “ I0f Y I
`
f . Kao što već znamo, skup I
`
f je najvǐse prebrojiv, jer je







Takod̄e skup tfpiq | i P Iu je ograničen, pa možemo induktivno definisati familiju tInf | n P
Nu koja sadrži disjunktne konačne podskupove skupa I`f , na sledeći način:
I1f :“ i P I
`







i P I`f | fpiq “ max
#










f . Ako je I
r
f ‰ H, r P N, tada definǐsemo član niza
fr :“ fpjq, gde je j P I
r
f . Ako je I
r
f “ H, tada je I
k
f “ H, @k ě r, pa stavljamo da je
fr :“ 0 i fk :“ 0, @k ě r. Može se zaključiti da je fs ď fr kadgod je s ą r. Nejednakost
je stroga ako je Irf neprazan skup.
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Na dalje ćemo razmatrati neprekidne rastuće konkavne funkcije ϕλ : r0,8q ÝÑ r0,8q,
λ ě 0 definisane kao u izrazu (4.24). Fiksirajmo f, g P `1pIq` tako da važi




















gpiq ă 8, (4.26)
pa su na osnovu izraza (4.26) skupovi I`f i I
`
g istovremeno prazni ili neprazni. Očigledno,
ako je I`f “ H “ I
`





Bez gubljenja opštosti, pretpostavimo da je f1 ě g1. Sada postoji m P N tako da je






















Kombinovanjem (4.26) i (4.27) očigledno je f1 “ g1 i m “ 1. Neka je sada λ :“













gpiq ` cardpI1g q ¨ λ (4.29)






gpiq “ λpcardpI1g q ´ cardpI
1
f qq (4.30)













Kako je λ ă g1, zaključujemo da stavke (4.30) i (4.31) povlače cardpI
1
g q “ cardpI
1
f q. Dalje,
dokazaćemo matematičkom indukcijom da važi
fk “ gk i cardpI
k
f q “ cardpI
k
g q, @k P N. (4.32)
Pretpostavimo da indukcijska hipoteza (4.32) važi za k “ 1, . . . , n. Bez gubljenja opštosti
može se pretpostaviti da je In`1f , I
n`1





























































g q ´ cardpI
n`1
f qq. (4.35)






















gpiq ` λpcardpIn`1f q ´ cardpI
n`1
g qq.
Iz uslova λ ă gn`1 sledi da je cardpI
n`1
f q “ cardpI
n`1
g q, na osnovu (4.35) i (4.36). Dakle
važi (4.32).




g , za ono





Ωpiq :“ ωkpiq P I
k
g ,




















U drugom delu dokaza želimo pokazati da je kardinalnost skupova I0f i I
0
g jednaka. Ako
je I neprebrojiv skup, tada su i I0f i I
0
g neprebrojivi skupovi takod̄e. Kao što znamo, ako
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je I konačan, postoji permutacija P tako da je f “ Pg, dakle cardpI0f q “ cardpI
0
f q ă ℵ0.
Okrećemo se slučaju kada je I prebrojiv skup. Bez gubljenja opštosti, neka je
cardpI0f q ď cardpI
0
g q ď ℵ0
i pretpostavimo da važi
cardpI0f q ă ℵ0.
Ako je k P I0g tada je




pa je xD1ej, eky “ 0, @j P I
`
f , kadgod je k P I
0
g , gde je D1 P DSPSp`
1pIqq i g “ D1f .
Znamo da postoji operator ĂD1 P DSp`
1pIqq takav da je xD1ej, eiy ě xĂD1ej, eiy, @i, j P I.
Sada sledi da je xĂD1ej, eky “ 0, @j P I
`
f , kadgod je k P I
0
g , pa je
ÿ
jPI0f

















xĂD1ej, eky ď cardpI
0








Kako je cardpI0f q ă ℵ0, promenom redosleda sumiranja u izrazu (4.37) dobija se da
moraju biti ispunjene jednakosti u izrazu (4.37), dakle mora biti cardpI0f q “ cardpI
0
g q pod
predpostavkom da je bar jedan od ova dva skupa konačan. Ukoliko su oba skupa cardpI0f q
i cardpI0g q prebrojiva tada su jasno iste kardinalnosti. Sada, na osnovu ovih zaključaka,








Ωpiq, i P I`f ,
Ω0piq, i P I
0
f .
Formiramo sada permutaciju P P P p`1pIqq kojoj odgovara bijekcija Ψ to jest važi
















fpΨ´1pkqqxek, eiy “ fpΨ
´1
piqq.
Ako je i P I`g , tada postoji m P I za koje je i P I
m
g i Ψ




f . Stoga je
gpiq “ fpΨ´1piqq “ Pfpiq, @i P I`g .
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Slično, ako je i P I0g , sledi da je Ψ
´1piq “ Ω´10 piq P I
0
f . Dakle, Pf “ g.
Kako za inverz Q permutacije P važi Q “ P´1 P P p`1pIqq Ă DSPSp`1pIqq, sledi da je
Pf “ g i Qg “ f , tj. sledi g ăws f i f ăws g, dakle, suprotan smer je očigledan.
Posledica 4.2.14. Slaba supermajorizaciona relacija ”ăws“ iz Definicije 4.1.8, kada je
p P r1,8q, je refleksivna i tranzitivna relacija tj. ”ăws“ je pre-ured̄enje. Specijalno,
kada je p “ 1, ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na permutaciju, tada
možemo posmatrati relaciju ”ăws“ kao parcijalno ured̄enje na prostoru `1pIq.
Dokaz. Kako je jedinični operator I dvostruko superstohastički, stoga za svako f P `1pIq`,
izraz f “ If povlači f ăws f , pa je ”ăws“ refleksivna relacija.
Tranzitivnost sledi na osnovu Teoreme 4.1.11. Ako je f1 ă
ws f2 i f2 ă
ws f3 tada
postoje operatori D1, D2 P DSPSp`
1pIqq za koje je f1 “ D1f2, f2 “ D2f3 pa važi f1 “
D1D2f3. Kako je skup DSPSp`
1pIqq zatvoren za kompoziciju, to je f1 ă
ws f3.
Iz Teoreme 4.2.13 se vidi da ukoliko poistovetimo sve funkcije koje se razlikuju do na
permutaciju, relacija slabe supermajorizacije ”ăws“ je antisimetrična relacija.
Sada, na osnovu dokazane Teoreme 4.2.13 lako je dokazati sledeću posledicu koja se
pokalapa sa Teoremom 1.2.12, za slučaj p “ 1.
Posledica 4.2.15. Za dve funkcije f, g P `1pIq sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) f ă g i g ă f ;
2) Postoji permutacija P P P p`1pIqq tako da je f “ Pg.
Dokaz. Očigledno, relacija f ă g povlači relaciju f ăws g, a osnovu Teoreme 4.2.13
dobijamo da f ă g i g ă f povlači egzistenciju permutacije P P P p`1pIqq za koju je
f “ Pg, na osnovu prethodne teoreme.
Obrnuti smer je očigledan.
Ovu sekciju završavamo sa rezultatima koji daju blisku vezu izmed̄u slabe superma-
jorizacione relacije i konveksne ili konkavne monotone funkcije. Funkcija ϕ : D Ñ R,
D Ă R je R`-subhomogena ( R`-superhomogena) ako je
ϕpλxq ď λϕpxq, p ϕpλxq ě λϕpxq q , @x P D, @λ P R`.
Definisaćemo realan broj MpDq ě 1 kao u (4.14) na sledeći način:
MpDq :“ maxt}D}1, }D}8u (4.37)
Teorema 4.2.16. Neka je p P r1,8q i neka je ϕ : r0,8q ÝÑ r0,8q neprekidna konveksna
funkcija za koju je ϕp0q “ 0. Za dve funkcije f, g P `ppIq`,






ϕpMpD1qgpiqq, gde je f “ D1g, za neki
operator D1 P DSPSp`
ppIqq.
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gde je f “ D1g, g “ D2f , za neke operatore D1, D2 P DSPSp`
ppIqq.













gde je f “ D1g, g “ D2f , za neke operatore D1, D2 P DSPSp`
ppIqq.
Dokaz. Ako funkcije f i g imaju reprezentacije f “
ř
jPI




fpiq “ D1gpiq “
ÿ
jPI











pri čemu mora da važi 0 ď ripD1q ď 1. Sada, na osnovu konveksnosti funkcije ϕ i uslova












































































Nejednakosti 3) slede iz stavke 2) na osnovu R`-subhomogenosti ili R`-superhomogenosti
funkcije ϕ. Naime, ako je funkcija ϕ R`-superhomogena(subhomogena) tada leva(desna)
nejednakost slede direktno iz definicije ovih pojmova i stavke 2). Ako zamenimo mesta
funkcijama f i g tada desna(leva) nejednakost sledi na sličan način.
Teorema 4.2.17. Neka je p P r1,8q i neka je ϕ : r0,8q ÝÑ p´8, 0s neprekidna konkavna
funkcija za koju je ϕp0q “ 0. Za dve funkcije f, g P `ppIq`,






ϕpMpD1qgpiqq, gde je f “ D1g, za neki
operator D1 P DSPSp`
ppIqq.
















gde je f “ D1g, g “ D2f , za neke operatore D1, D2 P DSPSp`
ppIqq.













gde je f “ D1g, g “ D2f , za neke operatore D1, D2 P DSPSp`
ppIqq.
Dokaz. Naka važi relacija f ăws g. Postoji familija D P DSPSp`ppIqq za koju je f “ Dg.
Ako funkcija f ima reprezentaciju f “
ř
jPI



















































Ostatak dokaza je sličan sa dokazom Teoreme 4.2.16.
Ukoliko posmatramo klasu svih pozitivnih konveksnih funkcija ϕ, tada se Lema 1.2.8
i [13, Posledica 3.3.] mogu posmatrati kao posledice Teoreme 4.2.16 za pozitivne funkcije
`ppIq`, jer za dvostruko stohastički operator D, imamo da je MpDq “ 1. Jasno, u tom
slučaju je ripD1q “ ripD1q “ 0, i zbog poga, možemo izostaviti uslov ϕp0q “ 0. Pomenute
činjenice su prikazane u sledećoj posledici.
Posledica 4.2.18. Neka je p P r1,8q i pretpostavimo da je ϕ : r0,8q ÝÑ r0,8q
neprekidna konveksna funkcija i neka je ψ : r0,8q ÝÑ p´8, 0s neprekidna konkavna
funkcija. Za dve funkcije f, g P `ppIq`,



























4.3 Linearna očuvanja slabe supermajorizacije, kada
je I beskonačan skup
Cilj ove sekcije je da se pronad̄e oblik proizvoljnog linearnog očuvanja slabe super-
majorizacije na na diskretnom Lebegovom prostoru `1pIq`. Po analogiji sa linearnim
očuvanjima standardne i slabe majorizacione relacije koje su uvedene u prethodnim glava-
ma, prikazujemo definiciju pojama linearnog očuvanja slabe supermajorizacije na `1pIq`.
Definicija 4.3.1. Ograničen linearan operator T : `1pIq Ñ `1pIq je očuvanje slabe su-
permajorizacije na `1pIq`, ako operator T čuva slabu majorizacionu relaciju, to jest važi
Tf ăws Tg, kadgod je f ăws g, za dve funkcije f, g P `1pIq`. Skup svih linearnih očuvanja
slabe supermajorizacije na `1pIq` označavaćemo sa Mwspr p`1pIq`q.
Prvo, daćemo neke osnovne osobine slabe supermajorizacije i njenih očuvanja.
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4.3. Linearna očuvanja slabe supermajorizacije, kada je I beskonačan skup
Lema 4.3.2. Neka je λ P R, λ ě 0. Tada:
1) majorizacija f ă g povlači slabu supermajorizaciju f ăws g;
2) λK PMwspr p`1pIq`q, za svako K PMwspr p`1pIq`q;
3) K1K2 PMwspr p`1pIq`q, za svako K1, K2 PMwspr p`1pIq`q;
4) Ako je K PMwspr p`1pIq`q, tada je Kejpiq ě 0, @i, j P I.
Dokaz. Stavka 1q je očigledna.
Neka je K PMwspr p`1pIq`q i neka je λ P R, λ ě 0. Tada f ăws g povlači Kf ăws Kg,
tj., postoji D P DSPSp`1pIqq tako da je Kf “ DKg. Kako je λKf “ λDKg “ DpλKgq,
dobija se pλKqf ăws pλKqg, pa sledi λK P Mwspr p`1pIq`q. Relacija f ăws g povlači
K2f ă
ws K2g, što dalje povlači K1K2f ă
ws K1K2g, dakle sledi K1K2 PMwspr p`1pIq`q.
Da bismo dokazali stavku 4q, pretpostavićemo suprotno, neka postoji bar jedan par
i0, j0 P I tako da za očuvanje K važi xKej0 , ei0y “ Kej0pi0q ă 0. Kako ej0 ă
ws ek ne
povlači Kej0 ă
ws Kek jer važi Kej0 R `
1pIq`, stoga sledi da operator K nije linearno
očuvanje, što nije moguće. Dakle, stavka 4q je dokazana.
Nadalje, slično kao i u slučaju slabe majorizacije, posmatraćemo ograničen linearan
operator Pθ : `









1pIq, pri čemu je θ : I Ñ I neka data jedan-jedan
funkcija. Ako je θ surjekcija, znamo da je P permutacija, i važi }P } “ 1.
Prvi rezultat u ovoj sekciji pokazuje da za dvostruko superstohastički operator Q na
prostoru `1pIq i za svaku familiju koju čine operatori Pθk odredjeni jedan-jedan funkci-
jama θk koje imaju med̄usobno disjunktne slike, postoji najmanje jedan dvostruko super-
stohastički operator D tako da važi DPθk “ PθkQ, za svaku funkciju θ. Na osnovu ovog
rezultata, naćicemo dovoljne uslove da proizvoljan ograničen linearan operator na `1pIq
bude očuvanje slabe supermajorizacije, kada je I beskonačan skup. U drugom delu biće
pokazano da su zapravo ovi uslovi, potrebni i dovoljni da operator bude linearno očuvanje.
Teorema 4.3.3. Neka je dat operator Q P DSPSp`1pIqq. Pretpostavimo da je
Θ :“ tθj : I
1´1
ÝÝÑ I | j P I0, θjpIq X θjpIq “ H, i ‰ ju (4.40)
familija sačinjena od jedan-jedan funkcija na skupu I sa med̄usobno disjunktnim slikama,
pri čemu je I0 najvǐse prebrojiv skup. Tada postoji najmanje jedan operator D P
DSPSp`1pIqq tako da važi PθQ “ DPθ, @θ P Θ.
97
Slaba supermajorizacija i dvostruko superstohastički operatori na `ppIq







xQeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,
b, i, j R
Ť
θPΘ
θpIq, j “ i,
0, inače,
(4.41)
pri čemu je broj b ě 1 proizvoljno izabran.
Familija D zadovoljava uslove (4.4) i (4.9). Preciznije, ako je j P θpIq proizvoljno
























|dij| “ b ě












Dakle, familija D može biti posmatrana kao ograničen linearan operator na prostoru `ppIq
za svako p P r1,8s, definisan matrično sa (4.10), na osnovu Posledice 4.1.7. Na osnovu
stavke (4.41) lako se vidi da važi
ÿ
jPI




dij ě 1, @j P I.
dakle, operator D je superstohastički po vrstama i kolonama, po Definiciji 4.1.8.
Dokazaćemo da je operator D dvostruko superstohastički. Drugim rečima treba
pokazati da postoji dvostruko stohastički operator rD P DSp`1pIqq takav da je dij ě
x rDej, eiy, @i, j P I. Kako je Q P DSPSp`
1pIqq, stoga postoji operator rQ P DSp`1pIqq za
koji je xQej, eiy ě x rQej, eiy, @i, j P I.








x rQeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,
1, i, j R
Ť
θPΘ
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Lako se vidi da familija rD odred̄uje dvostruko stohastički operator na `1pIq definisan sa








Dalje, ako je i, j P θpIq za neko θ P Θ, tada na osnovu gornjih definicija (4.41) i (4.42)
sledi
dij “ xQeθ´1pjq, eθ´1piqy ě x rQeθ´1pjq, eθ´1piqy “ rdij,
i važi
dii “ b ě 1 “ rdii,
kada je i R
Ť
θPΘ
θpIq. Dakle, D P DSPSp`1pIqq.
Pokazaćemo da je PθQ “ DPθ, @θ P Θ. Birajući proizvoljnu funkciju θ P Θ za-
ključujemo da važi






















































Ako je f ăws g, tada je f “ Qg, za neki operator Q P DSPSp`1pIqq pa sledi Pθf “
PθQg “ DPθg, za neki operator D P DSPSp`
1pIqq, po Teoremi 4.3.3. Dobija se da važi
slaba supermajorizacija Pθf ă
ws Pθg. Dakle, Pθ P Mwspr p`1pIq`q. Specijalno se može
zaključiti da važi P p`1pIqq ĂMwspr p`1pIq`q.
Teorema 4.3.4. Neka je I0 najvǐse prebrojiv podskup skupa I. Pretpostavimo da je Θ
familija koju čine jedan-jedan funkcije na skupu I sa med̄usobno disjunktnim slikama,





λjPθj PMwspr p`1pIq`q. (4.45)
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Dokaz. Operator T “
ř
jPI0
λjPθj je očigledno linearan na prostoru `
1pIq. Pokazaćemo da











Sledi da je T ograničen operator sa normom }T } “ }λ}. Neka je f ăws g. Sledi da
je f “ Qg za neki operator Q P DSPSp`1pIqq. Sada, postoji operator D P DSPSp`1pIqq
tako da važi PθQ “ DPθ, za svaku funkciju θ P Θ, na osnovu Teoreme 4.3.3. Na osnovu


















što povlači da važi Tf ăws Tg.
Primer 4.3.5. Neka je 1 ă m P N i neka je data familija Θ :“ tθ1, θ2, . . . , θmu koju čine
jedan-jedan funkcije θn : NÑ N, definisane sa
θnpkq “ m
k
` n, @k P N, n “ 1, 2, . . . ,m.






Pθn . Na osnovu definicije familije Θ, operator T se može


















































Važi da je T P Mwspr p`1pNq`q, na osnovu Teoreme 4.3.4. Štavǐse, zaključujemo da je



























za svako f P `1pIq.
Prethodno smo u Teoremi 4.3.4 pokazali da su operatori definisani sa (4.45) linearna
očuvanja slabe supermajorizacije na `1pIq`. Skup svih operatora definisanih na ovaj način
označavaćemo sa Awspr p`1pIq`q. Med̄utim, u narenom primeru biće pokazano da postoje
očuvanja slabe supermajorizacije koja imaju drugačiji oblik u odnosu na operatore iz
Awspr p`1pIq`q definisane sa (4.45).
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fpiq, @f P `1pIq. (4.46)
pri čemu je funkcija h P `1pIq` proizvoljno izabrana. Očigledno je operator Bh linearan i
ograničen, sa normom }Bh} “ }h}.
Neka važi f ăws g, za dve funkcije f, g P `1pIq`, to jest neka je f “ Dg, za neki
operator D P DSPSp`1pIqq. Na osnovu definicije ovog operatora D, znamo da postoji






















rDejpiq “ }g}. (4.47)
Sada važi Bhpfq “ h}f} ě h}g} “ Bhpgq. Neka je α “
}f}
}g}
ě 1 i neka je dat operator
Q :“ αI P DSPSp`1pIqq, pri čemu sa I označavamo identični operator. Kako je
QBhpgq “ }g}Qh “ α}g}h “ }f}h “ Bhpfq,
stoga je Bhpfq ă
ws Bhpgq, pa sledi Bh PMwspr p`1pIq`q.
Skup svih linearnih očuvanja slabe supermajorizacije na `1pIq` definisanih sa (4.46)
označavaćemo sa Bwspr p`1pIq`q. Očigledno je skup Bwspr p`1pIq`q konveksan konus, i skup
Awspr p`1pIq`q
Ş
Bwspr p`1pIq`q sadrži samo nula operator. Takod̄e, suma dva operatora iz
dve različite klase Awspr p`1pIq`q i Bwspr p`1pIq`q nije linearno očuvanje u opštem slučaju, što
je pokazano narednim primerom.
Primer 4.3.7. Fiksiramo j, k P I tako da je j ‰ k. Neka je operator Bek definisan sa
(4.46). Dakle, ”kolone“ Bekej, j P I operatora Bek su med̄usobno jednake, i zapravo se
poklapaju sa funkcijom ek, pa imamo da je Bekpejq “ ek, @j P I. Neka je data permutacija
P P P p`1pIqq Ă Awspr p`1pIq`q koja zadovoljava uslov
P pejq “ ek.
Pokazaćemo da važi P ` Bek RMwspr p`1pIq`q. Jasno, uvek važi ej ăws ek. S druge strane
je
pP `Bekqpekq “ ei ` ek,
pri čemu mora da važi i ‰ k. Takod̄e je
pP `Bekqpejq “ 2ek.
Pokazaćemo da je
pP `Bekqpejq “ 2ek ć
ws ei ` ek “ pP `Bekqpekq.
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Pretpostavimo suprotno, neka postoji operator D P DSPSp`1pIqq tako da je Dpei` ekq “
2ek. Sledi Deipkq `Dekpkq “ 2. Kako je p2ekqptq “ 0, za svako t ‰ k, stoga se dobija
Deiptq “ Dekptq “ 0, for every t P Iztku. (4.48)
Kako je operator D superstohastički po kolonama, to mora biti
Deipkq “ Dekpkq “ 1. (4.49)
Med̄utim, iz (4.48) i (4.49) se može zaključiti da ne postoji operator rD P DSp`1pIqq
takav da je Dejpiq ě rDejpiq, @i, j P I, pa dobijamo kontadikciju sa pretpostavkom, dakle
D R DSPSp`1pIqq, pa sledi P `Bk RMwspr p`1pIq`q.
Sledeći rezultat daje dovoljne uslove da suma dva proizvoljno izabrana ograničena lin-
earna operatora iz dve disjunktne klase Awspr p`1pIq`q i Bwspr p`1pIq`q bude linearno očuvanje
slabe supermajorizacije na `1pIq`.
Teorema 4.3.8. Ako su dva operatora A P Awspr p`1pIq`q i B P Bwspr p`1pIq`q izabrana tako
da je
Afpi2q “ Bfpi1q “ 0, @i1 P I1, @i2 P I2, @f P `
1
pIq`, (4.50)
pri čemu je I1, I2 Ă I, I1 X I2 “ H i I1 Y I2 “ I, tada važi A`B PMwspr p`1pIq`q.
Dokaz. Neka su A P Awspr p`1pIq`q i B P Bwspr p`1pIq`q operatori koji zadovoljavaju uslov





pri čemu je familija Θ definisana kao u (4.40). Bez gubitka opštosti, pretpostavimo da je

















λjeθjpiqpi2q, @f P `
1
pIq.
Na osnovu pretpostavke teoreme Afpi2q “ 0 sledi da je







X I2 “ H.
Neka je f ăws g, za neke funkcije f, g P `1pIq, tj. neka je f “ Qg, za neki operator Q P
DSPSp`1pIqq. Znamo da postoji operator D P DSPSp`1pIqq za koji važi PθjQ “ DPθj ,
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@j P I0 i AQ “ DA, na osnovu Teoreme 4.3.3. Zapravo, operator D nije jedinstveno







xQeθ´1pjq, eθ´1piqy, i, j P θpIq, za neko θ P Θ,
b, i, j R
Ť
θPΘ
θpIq, j “ i,
0, inače,

















for every f̃ P `1pIq`. Sada imamo
DpA`Bqg “ DAg `DBg “ DAg ` bBg “ AQg `BQg
“ pA`BqQg “ pA`Bqf.
Zaključujemo da važi slaba supermajorizacija pA ` Bqf ăws pA ` Bqg, dakle A ` B P
Mwspr p`1pIq`q.
U nastavku ove sekcije je cilj da se pokaže suprotan smer poslednje teoreme, to jest,
da se pokaže da svako linearno očuvanje slabe supermajorizacije na `1pIq` može biti
predstavljeno kao suma dva operatora pri čemu je jedan iz klase A P Awspr p`1pIq`q a drugi
iz B P Bwspr p`1pIq`q koja zadovoljavaju uslove (4.50). Za ostvarenje postavljenog cilja,
potrebni su rezultati koji slede u nastavku.
Lema 4.3.9. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe supermajorizacije na
`1pIq`. Pretpostavimo da je skup J konačan podskup skupa I i neka je δ : J Ñ J data
bijekcija. Za svako u P I postoji v P I tako da važi
Tempuq “ Teδpmqpvq, @m P J. (4.51)
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za svaki vektor a “ pam1 , am2 , . . . , amnq P pR




amTem i hδ :“
ř
mPJ







amTeδpmqpkq | k P I0
+
,
gde je I0 :“ I
`
hδ
Y tru i r P I0hδ proizvoljno izabrano. Kako je I
`
hδ
prebrojiv skup, stoga na
osnovu Leme 3.4.4 se dobija da postoji v P I tako da je (4.51) zadovoljeno.
Lema 4.3.10. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe supermajorizacije na
`1pIq`, gde je I beskonačan skup. Ako postoje dva različita elementa skupa k, l P I za koje
važi Tekpiq ą 0 i Telpiq ą 0, za neko i P I, tada je Tekpiq “ Telpiq.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je k̃ :“ Tekpiq ą 0 i l̃ :“ Telpiq ą 0 i važi k̃ ‰ l̃.
Uvodimo skupove
K :“ tj P I | Tekpjq “ k̃u, (4.52)
L :“ tj P I | Tekpjq “ l̃u.
Jasno, skup K Ă I je neprazan. Kako je Tek P `1pIq` sledi
cardpKq ă ℵ0 i cardpLq ă ℵ0. (4.53)
Neka su proizvoljno izabrani a1, a2 ą 0 i m P Iztk, lu. Jasno važi
a1ek ` a2el ă
ws a1ek ` a2em i a1ek ` a2em ă
ws a1ek ` a2el.
Operator T je linearno očuvanje, pa sledi
a1Tek ` a2Tel ă
ws a1Tek ` a2Tem i a1Tek ` a2Tem ă
ws a1Tek ` a2Tel.
Na osnovu Teoreme 4.2.13, dobija se
a1Tekpiq ` a2Telpiq P ta1Tekpjq ` a2Tempjq | j P Iu .
Kako je gornji skup najvǐse prebrojiv, jer je Tek, T em P `
1pIq`, stoga na osnovu Leme
3.4.4 sledi da postoji j P I tako da važi Tekpiq “ Tekpjq “ k̃ i Telpiq “ Tempjq “ l̃.
Zaključujemo da j P K. Kako je m P I proizvoljno izabran i važi cardpIq ą cardpKq, sledi
da postoji neko s P K i za to s postoji niz pmjqjPN različitih elemenata mj P I tako da je
Temjpsq “ l̃ ą 0, @j P N.
Sada, definǐsemo familiju tΦjujPN, tako da je svaki skup Φj odred̄en sa
Φj :“ tm1,m2, . . .mju, j P N.





mj, x “ k,
k, x “ mj,
x, x P Φjztmju.
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Sada, uz pomoć Leme 4.3.9 možemo naći sj P I tako da važi
Temjpsjq “ Teφjpkqpsjq “ Tekpsq “ k̃, (4.54)
Tekpsjq “ Teφjpmjqpsjq “ Temjpsq “ l̃, (4.55)
i
Texpsjq “ Teφjpxqpsjq “ Texpsq “ l̃, @x P Φjztmju. (4.56)
Pretpostavimo da postoje su dva člana niza psjq koja su jednaka, to jest, neka postoje
različiti prirodni brojevi a, b P N tako da je sa “ sb. Bez gubitka opštosti, neka je a ď b.
Kako je φbpsaq “ sa i φapsaq “ k, stoga na osnovu (4.54) i (4.56), dobijamo da je
l̃ “ Tesapsbq “ Tesapsaq “ k̃,
što je nemoguće, pa je sa ‰ sb, kadgod je a ‰ b. Kako je sj P L, @j P N po stavki (4.55),
stoga dobijamo da je L beskonačan skup, što je u kontradikciji sa stavkom (4.53).
U sledećoj teoremi, dokazaćemo da ako postoje dva strogo pozitivna elementa u jednoj
”vrsti“ linearnog očuvanja slabe supermajorizacije na `1pIq`, kada je I beskonačan skup,
tada su svi elementi u toj ”vrsti“ med̄usobno jednaki.
Lema 4.3.11. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq linearno očuvanje slabe supermajorizacije na
`1pIq`, gde je I beskonačan skup. Ako postoje dva med̄usobno različita elementa k, l P
I tako da je Tekpiq ą 0 i Telpiq ą 0, za neko i P I, tada je skup tTejpiq | j P Iu
jednoelementni.
Dokaz. Pre svega lako se može zaključiti da ako je Tejpiq ą 0, za neko j P I, tada mora
važiti Tejpiq “ Tekpiq “ Telpiq, na osnovu Leme 4.3.10.
Pretpostavimo suprotno tvrd̄enju teoreme, neka postoji m P I tako da je Tempiq “ 0.
Neka je
M :“ tj P I | Tekpjq “ Telpjq “ k̃u
gde je k̃ :“ Tekpiq “ Telpiq. Očigledno, skup M mora biti konačan. Biramo proizvoljno









k, x “ k,
l, x “ l,
n, x “ m,
m, x “ n.
Sada, postoji in P I tako da je
Tenpinq “ Teδnpmqpinq “ Tempiq “ 0,
T ekpinq “ Teδnpkqpinq “ Tekpiq “ k̃,
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i
Telpinq “ Teδnplqpinq “ Telpiq “ k̃.
Lako se može zaključiti da in PM Ă I. Zbog uslova cardpMq ă ℵ0, sledi da postoji s PM
za koje postoji niz različitih elemenata pmjqjPN tako da važi Temjpsq “ 0, @j P N. Slično
kao u dokazu prethodne teoreme, definisaćemo bijekcije
φj : Φj Y tk, lu Ñ Φj Y tk, lu,









k, x “ k,
l, x “ mj,
mj x “ l,
x, x P Φjztmju.
Sada, uz pomoć Leme 4.3.9, za svako j P I možemo pronaći sj P I tako da važi
Tekpsjq “ Teφjpkqpsjq “ Tekpsq “ k̃,
T emjpsjq “ Teφjplqpsjq “ Telpsq “ k̃, (4.57)
Telpsjq “ Teφjpmjqpsjq “ Temjpsq “ 0,
i
Texpsjq “ Teφjpxqpsjq “ Texpsq “ 0, @x P Φjztmju. (4.58)
Ukoliko pretpostavimo da postoje prirodni brojevi a ă b za koje je sa “ sb, tada
koristeći bijekciju φa dobijamo
Temapsaq “ k̃, zbog (4.57),
a na osnovu bijekcije φb sledi
Temapsaq “ Temapsbq “ 0, na osnovu (4.58),
što je u kontradikciji sa uslovom k̃ ą 0. Dakle, sa ‰ sb, kadgod je a ‰ b. Ukoliko
definǐsemo skup K kao u (4.52), dobijamo da sj P K, @j P I što povlači da je skup K
beskonačan, što je nemoguće na osnovu (4.53).
Prikazujemo potrebne i dovoljne uslove da važi T P Awspr p`1pIq`q, u sledećoj teoremi.
Teorema 4.3.12. Neka je A : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator, gde je I
beskonačan skup. Tada važi A P Awspr p`1pIq`q ako i samo ako je Aej ăws Aek i Aek ăws
Aej, @k, j P I, i za svako i P I postoji najvǐse jedan element j P I za koji je Aejpiq ą 0.
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Dokaz. Pretpostavimo da je operator A P Awspr p`1pIq`q definisan sa (4.45). Kako familija








tada postoji tačno jedan ured̄eni par pjs, rsq, gde je js P I0 i rs P I, tako da je θjsprsq “ s





“ λj0Pθj0erpsq “ λj0eθj0 prqpsq “ 0,
kada je r ‰ r0. Po Teoremi 4.3.4 sledi da je operator A očuvanje slabe supermajorizacije,
pa se lako se može zaključiti da je drugi deo teoreme ispunjen, to jest med̄usobna slaba
supermajorizovanost ”kolona“ operatora A je očigledna.
Neka je A : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator. Ako je A :“ 0, tada je
A P Awspr p`1pIq`q, očigledno. Neka je A ‰ 0. Sledi da postoje elementi k, l P I tako
da je Aekplq ą 0, što dalje implicira Aej ‰ 0 za svako j P I, na osnovu pretpostavke
teoreme da su ”kolone“ operatora A med̄usobno slabo supermajorizovane, pa se razlikuju
do na permutaciju, po Teoremi 4.2.13. Preciznije, postoje permutacije Pj P P p`
1pIqq i
odgovarajuće bijekcije ωj : I ÝÑ I tako da je
PjAek “ Aej,
za svako j P I.
Definǐsemo familiju Θ koju čine funkcije θj, j P I0 definisane sa θjpiq “ ωipjq, @i P I,
to jest,
Θ :“ tθj : I Ñ I | j P I0u,
gde je I0 :“ I
`
Aek
, najvǐse prebrojiv skup. Jasno je da su funkcije θi jedan-jedan. Da bi
pokazali da funkcije θi imaju sa med̄usobno disjunktne slike θipIq, pretpostavimo suprotno
da za neke a, b P I0, a ‰ b postoje ja, jb P I tako da je i0 :“ θapjaq “ θbpjbq, što povlači
ωjapaq “ ωjbpbq. Kako je a, b P I
`
Aek
, to je Aekpaq ą 0 i Aekpbq ą 0. Takod̄e,
Aejapi0q “ xAeja , eωja paqy “ xAeja , Pjaeay “ xP
´1
ja
Aeja , eay “ Aekpaq ą 0
Slično,
Aejbpi0q “ Aekpbq ą 0,
što je u kontradiciji sa pretpostavkom teoreme.
Dokazaćemo da operator A ima formu (4.45). Ukoliko definičemo λi :“ Aekpiq, @i P I0,




































































































Primer 4.3.13. Neka je k P Nzt1u i pretpostavimo da su θ1, θk : N Ñ N jedan-jedan
funkcije definisane sa
θ1pjq “ kj i θkpjq “ k
j, @j P N,
i neka je data funkcija F pfq :“ Pθ1pfq ` Pθkpfq.
Sada je Pθ1pekq “ eθ1pkq “ ek2 i Pθkpe2q “ eθkp2q “ ek2 , pa sledi
F pe2qpk
2




q “ xF pekq, ek2y “ xek2 ` ekk , ek2y “ 1.
Neka je i P Nzt2, ku. Lako se vidi da je θ1peiq ‰ k2 i θkpeiq ‰ k2, pa imamo da je
xF peiq, ek2y “ 0, što povlači F R Awspr p`1pIq`q, po Teoremi 4.3.12.
Prethodni primer pokazuje da skup Awspr p`1pIq`q nije ni vektorski prostor a ni konvek-
san konus, pa isto važi i za skup svih očuvanja Mwspr p`1pIq`q.
Sada možemo preći na dokaz najavljenog rezultata. Naime, proizvoljno izabrano
očuvanje slabe supermajorizacije može se predstaviti kao suma dva jedinstveno izabrana
operatora definisana sa (4.45) i (4.46).
Teorema 4.3.14. Neka je I beskonačan skup. Ako je T P Mwspr p`1pIq`q tada postoje
jedinstveni operatori A P Awspr p`1pIq`q i B P Bwspr p`1pIq`q tako da važi dekompozicija T “
A`B. Štavǐse, operatori A i B zadovoljavaju uslov (4.50).
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Dokaz. Neka je T PMwspr p`1pIq`q. Definǐsemo dva skupa I1, I2 Ă I tako da skup I1 sadrži
sve i P I za koje je xTej, eiy ą 0 za najvǐse jedno j P I, i I2 :“ IzI1. Drugim rečima, na
osnovu Leme 4.3.11 dobija se da skup I2 sadrži sve k P I za koje su vrednosti Tejpkq ą 0
med̄usobno jednake, za svako j P I.
Sada ćemo definisati operatore A,B : `1pIq Ñ `1pIq sa
Afpiq :“
"
Tfpiq i P I1,




Tfpiq i P I2,
0, i P I1.
Ovako definisani operatori A i B su linearni i ograničeni i očigeldno važi A`B “ T .
Sada ćemo pokazati da ovi operatori pripadaju različitim klasama, tj. A P Awspr p`1pIq`q
i B P Bwspr p`1pIq`q.
Pretpostavimo da je I2 “ H. Sledi da ne postoji i P I tako da je
Tej1piq ą 0 i Tej2piq ą 0,
za neke j1, j2 P I, a s obzirom da za očuvanje uvek važi
Aej ă
ws Aek i Aek ă
ws Aej, @j, k P I
na osnovu Teoreme 4.3.12 se dobija da A P Awspr p`1pIq`q. Jasno je da B “ 0 P Bwspr p`1pIq`q.
Neka su sada I1, I2 ‰ H. Definǐsemo skupove
I1Tem :“
 








j P I`Tem | Tempjq “ max
#









kada je k ě 2. Fiksirajmo proizvoljna dva elementa m,n P I. Kako je T PMwspr p`1pIq`q,
stoga važi Tem ă
ws Ten i Ten ă
ws Tem, pa na osnovu Teoreme 4.2.13 funkcije Ten
i Tem se razlikiju do na permutaciju, to jest, postoji permutacija P P P p`
1pIqq i njoj
odgovarajuća bijekcija ω : I Ñ I tako da važi








Tenq, @k P N,












Ten , if I
k
Tem ‰ H, k P N,
na sledeći način (videti dokaz Teoreme 4.2.13)
ωpiq :“
"
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Kao što znamo, za svako i P I2 važi Tempiq “ Tenpiq, pa sledi
cardpIkTemzI2q “ cardpI
k
TenzI2q, @k P N,





TeszI2, ako je I
k
TerzI2 ‰ H, k P N,
na sledeći način:


















i, i P I2.
Sada sledi da permutacija rP P P p`1pIqq kojoj odgovara bijekcija rω, definisana sa Pei “
e
rωpiq, @i P I zadovoljava uslove PAem “ Aen. To povlači Aem ă
ws Aen i Aen ă
ws Aem,
@m,n P I, pa sledi A P Awspr p`1pIq`q na osnovu Teoreme 4.3.12.

















Benpiqei “ Ben, (4.61)
za proizvoljne m,n P I. Na osnovu (4.61) možemo definisati funkciju h :“ Ber, za neko














na osnovu stavke (4.61), dakle sledi B P Bwspr p`1pIq`q.
Ako je I1 “ H, tada na osnovu stavki (4.61) i (4.62) kada je I2 “ I, dobiće se
B “ T P Bwspr p`1pIq`q i A “ 0 P Awspr p`1pIq`q.
Pretpostavimo da postoji još jedan par operatora A1, B1 za koji važi T “ A1 ` B1,
gde su A1 P Awspr p`1pIq`q i B1 P Bwspr p`1pIq`q. Sledi
A´ A1 “ B1 ´B.
Za operatore B i B1 znamo da Bem “ Ben i B1em “ B1en, @m,n P I. S druge strane,
uz pomoć Teoreme 4.3.12, kako za svako i P I postoji najvǐse jedno s P I za koje je
Aespiq ą 0, stoga za svako i P I postoji najmanje jedan element js P I za koji važi
Aejspiq “ A1ejspiq “ 0. Na osnovu ovih argumenata dobija se
0 “ pA´ A1qejspiq “ pB1 ´Bqejspiq “ pB1 ´Bqejpiq, @j P I,
dakle važi A “ A1 i B “ B1.
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Sada je jasno zašto suma dva operatora Bek i P iz Primera 4.3.7, pri čemu P zado-
voljava P pejq “ ek, nije linearno očuvanje slabe supermajorizacije. Preciznije, za dato k
sledi P pejqpkq “ 1 “ Bekejpkq što implicira da posmatrana suma ne može biti linearno
očuvanje slabe supermajorizacije na `1pIq, po prethodnoj teoremi.
Svi prethodni rezultati iz ove sekcije se mogu prikazati u okviru jedne teoreme, koja
je data u nastavku.
Teorema 4.3.15. Neka je T : `1pIq Ñ `1pIq ograničen linearan operator, pri čemu je I
beskonačan skup. Sledeće stavke su ekvivalentne:
1) T PMwspr p`1pIq`q;
2) Postoje operatori A P Awspr p`1pIq`q i B P Bwspr p`1pIq`q i postoje disjunktni skupovi
I1, I2 Ă I za koje je I1Y I2 “ I, tako da važi dekompozicija T “ A`B pri čemu su
operatori A,B odred̄eni tako da je
Afpi2q “ Bfpi1q “ 0, @i1 P I1, @i2 P I2, @f P `
1
pIq`;
3) Postoji najvǐse prebrojiv skup I0 Ă I i postoji familija
Θ :“ tθj : I
1´1
ÝÝÑ I | j P I0, θipIq X θjpIq “ H, i ‰ ju
koju čine jedan-jedan funkcije sa med̄usobno disjunktnim slikama θj P Θ, @j P I0, i
postoji funkcija pλjqjPI0 P `
1pI0q





gde je Bhpfq :“ h
ř
iPI0
fpiq, za neku funkciju h P `1pIq` za koju je hpiq “ 0, za svako
i P θjpIq i za svako j P I0;
4) Tej ă
ws Tek i Tek ă
ws Tej, @k, j P I, i za svako i P I, ili postoji tačno jedno j P I
za koje je Tejpiq ą 0, ili je skup tTejpiq | j P Iu jednoelementni.
Dokaz. Implikacije 1q Ñ 4q Ñ 2q važe na osnovu Leme 4.3.11 i Teoreme 4.3.14. Takod̄e,
stavka 2q povlači 1q na osnovu Teoreme 4.3.8. Stavke 3q i 4q su ekvivalentne po Teoremi
4.3.12.
Linearna očuvanja standardne majorizacije, slabe majorizacije i slabe supermajorizacije
na `1pIq` imaju istu formu, tj. pokalapaju se, ukoliko posmatramo samo pozitivne oper-
atore.
Posledica 4.3.16. Neka je I beskonačan skup. Pretpostavimo da je T : `1pIq Ñ `1pIq
pozitivan ograničen linearan operator. Sledeći uslovi su ekvivalentni:
1) T je linearno očuvanje majorizacione relacije (ă);
2) T je linearno očuvanje slabe majorizacione relacije (ăw);
3) T je linearno očuvanje slabe supermajorizacione relacije (ăws).
Dokaz. Stavka 2) je ekvivalentna sa 3) na osnovu Teoreme 3.4.11 i Teoreme 4.3.15. Stavke
1) i 2) su ekvivalentne na osnovu Posledice 3.4.12.
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4.4 Zatvorenost skupa linearnih očuvanja slabe su-
permajorizacije
U uvodnom delu, u Teoremi 1.1.25 je prikazan oblik proizvoljne pozitivne matrice
koja čuva slabu supermajorizacionu relaciju na pRnq`. U ovoj sekciji biće razmatrana
topološka struktura skupa svih linearnih očuvanja slabe supermajorizacije na `1pIq`, pri
čemu je I proizvoljno izabran, to jest biće pokazano da je ovaj skup zatvoren za op-
eratorsku normu. Ova osobina će pre svega biti dokazana na prostoru Rn, što će biti
iskorǐsćeno za dokazivanje zatvorenosti skupa svih očuvanja na prostoru `1pIq` kada je
I konačan skup, s obzirom da je u tom slučaju prostor `1pIq` konačno-dimenzionalan.
Kada je I beskonačan skup, zatvorenost ovog skupa biće dokazana drugačijim metodama
predstavljenim u Teoremama 4.4.3 i 4.4.4.
U skladu sa Definicijom 4.3.1 slabe supermajorizacione relacije koju posmatramo u
ovoj glavi, može se videti da je ova relacija definisana isključivo na pozitivnim funkcijama
čiji skup obeležavamo sa `1pIq`. Direktna posledica ove činjenice je da i linearna očuvanja
ove relacije moraju biti pozitivna, to jest mora biti Tejpiq ě 0, @i, j P I, kada je I konačan
ali i kada je I beskonačan skup. Zaista, ukoliko pretpostavimo da važi Tejpiq ă 0, za
neke i, j P I, dobijamo da je Tej R `
1pIq`, tj. Tej ć
ws Tei, pa operator T ne može biti
linearno očuvanje slabe supermajorizacije.
Teorema 4.4.1. Skup Mwspr ppRnq`q je zatvoren po normi podskup skupa svih ograničenih
linearnih operatora na Rn.
Dokaz. Neka je pTkqkPN niz operatora Tk P Mwspr ppRnq`qq, koji konvergiraja po normi ka
ograničenom linearnom operatoru T : Rn Ñ Rn. Za fiksirane vektore x, y P pRnq` koji se
razlikuju do na permutaciju (x ăws y i y ăws x) sledi
Tkx ă
ws Tky i Tky ă
ws Tkx,
za svako k P N. Zaključujemo da postoje permutacije Pk P PpRnq tako da je
Tkx “ PkTky,
na osnovu Teoreme 4.2.13. Skup svih permutacija PpRnq je zatvoren za normu, ali i
ograničen, pa sledi da je kompaktan skup. Zaista, kako je norma permutacije jednaka 1,
sledi da je skup PpRnq sadržan u jediničnoj kugli, pa zaključujemo da je ograničen. Kako
je skup PpRnq konačan, on je i zatvoren, što je očigledno. Sada, postoji podniz pPkjqjPN,
i postoji neka permutacija P P PpRnq tako da je lim
jÑ8
Pkj “ P . Štavǐse,
Tkjx “ PkjTkjy, @j P N.






Drugim rečima važi Tx ă Ty i Ty ă Tx. Na osnovu Teoreme 1.1.22, dobijamo da je
operator T očuvanje slabe supermajorizacije na pRnq`.
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Teorema 4.4.2. Neka je I konačan skup. Skup Mwspr p`1pIq`q je zatvoren po normi pod-
skup skupa svih ograničenih linearnih operatora na `1pIq.
Dokaz. Neka je cardpIq “ n P N. Kako je prostor `1pIq konačno-dimenzionalan, to postoji





|xj|, za svako x P Rn, x “ px1, x2, . . . , xnq. Jasno, prirodni izomorfizam Φ je
linearno (jako) očuvanje slabe majorizacije, tj. važi
f ăws g ako i samo ako Φf ăws Φg (4.63)
za sve f, g P `1pIq`. Isto važi i za Φ´1.
Pretpostavimo da važi f ăws g, za neke dve funkcije f, g P `1pIq`. Neka je pTkqkPN
niz operatora Tk P Mwspr p`1pIq`q, koji konvergira po normi ka ograničenom linearnom
operatoru T : `1pIq Ñ `1pIq. Jasno, Tkf ă
ws Tkg i ΦTkf ă
ws ΦTkg, @k P N, na osnovu
(4.63). Dalje, postoje vektori x, y P pRnq` tako da f “ Φ´1x, g “ Φ´1y, pa je
ΦTkΦ
´1x ăws ΦTkΦ
´1y, @k P N.
Kako smo dobili da je ĂTk :“ ΦTkΦ





“ ΦTΦ´1 PMwspr ppRnq`q
po Teoremi 4.4.1. Slično, možemo zaključiti da važi T “ Φ´1 rTΦ PMwspr p`1pIq`q.
U narednom delu se okrećemo dokazivanju zatvorenosti skupa linearnih očuvanja kada
je skup I beskonačan.
Teorema 4.4.3. Neka je I beskonačan skup, i neka su puiqiPN i pviqiPN dva pozitivna
konvergentna niza funkcija ui, vi P `
1pIq`, tako da je
lim
iÑ8




vi “ v P `
1
pIq`.
Ako važi ui ă
ws vi i vi ă
ws ui, @i P N, tada postoji parcijalna permutacija P P pP p`1pIqq
za skupove I`u i I
`
v , takva da je
v “ Pu.
Dodatno, ako je
uipjqvipjq “ 0, @i P N, @j P I,
tada postoji permutacija Q P P p`1pIqq takva da je
v “ Qu.
Dokaz. Jasno je da uvek postoji strogo opadajući niz pozitivnih realnih brojeva pxiqiPN0
koji konvergira ka nuli i zadovoljava uslov
xk R upIq Y vpIq.
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Prvi član x0 se može izabrati tako da bude veći od članova oba niza. Definisaćemo
med̄usobno disjunktne podskupove skupa I, čija je unija ceo skup I, na sledeći način:
I iu :“ tk P I
`
u | xi ă upkq ă xi´1u, i P N.
Na sličan način definǐsemo i skupove I iv, i P N. Svi gore definisani podskupovi su konačni.
Stoga, za fiksirano i0 P I, imamo da je
upkq P pxi0 ` A, xi0´1 ´ Aq Ă pxi0 , xi0´1q,
za svako k P I i0u , i neko A ą 0. S druge strane, koristeći graničnu funkciju u, dobijamo da
postoji n1 P N tako da je
|upjq ´ unpjq| ď }u´ un} ă A, @n ą n1, @j P I
i0
u .
Za svako k P I i0u sledi
unpkq P pupkq ´ A, upkq ` Aq Ă pxi0 , xi0´1q,




un . S obzirom da su skupovi I
i
u












X pxi0 ´ s, xi0´1 ` sq “ H. (4.64)
za neko s ą 0. Dalje, za tako odred̄eno s, postoji prirodan broj n2 tako da za graničnu
funkciju u važi unpjq P pupjq ´ s, upjq ` sq, @j P I
`















X pxi0 , xi0´1q “ H.
kadgod je n ą n2, što nas vodi ka zaključku da ako je k P pI
i0





jest k P I i0u . Konačno, sledi
I i0un “ I
i0
u , (4.65)
za svako n ą n3 :“ maxtn1, n2u. Na sličan način može se izvesti zaključak da postoji
prirodan broj n4 tako da
I i0vn “ I
i0
v , (4.66)
kadgod n ą n4, dakle postoji n0 tako da za svako n ą n0 dobijamo da obe stavke (4.65) i
(4.66) su zadovoljene.
Pretpostavimo da postoje k1 P I
i0
u i k2 P I
i0
v tako da upk1q ‰ vpk2q. Neka je
B :“ mint|upj1q ´ vpj2q| : j1 P I
i0
u , j2 P I
i0
v , upj1q ‰ vpj2qu. (4.67)
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Za posmatrano B ą 0 postoji prirodan broj n5 ą n0 tako da za svako m ą n5 sledi
|umpjq ´ upjq| ă B{2 i |vmpjq ´ vpjq| ă B{2, @j P I.
Postoji bijekcija ωm : I Ñ I tako da važi





po Teoremi 4.2.13, jer je um ă
ws vm i vm ă





slučaj kada je k “ ω´1m pjq R I
i0




vm nije moguć, zato što bi sledilo
umpkq R pxi0 , xi0´1q, tj. umpkq ‰ vmpωmpkqq, što bi bila kontradikcija. Dakle, na osnovu






definisana sa ωi0pjq :“ ωmpjq, @j P I
i0
u je bijekcija. Sada za svako j P I
i0
u , kako je
umpjq “ vmpωmpjqq, sledi da je
|upjq ´ vpωmpjqq| ď |upjq ´ umpjq| ` |vmpωmpjqq ´ vpωmpjqq| ă B,
pa je
upjq “ vpωmpjqq “ vpωi0pjqq, @j P I
i0
u ,
po definiciji pozitivnog broja B.
Trivijalno je zaključiti da se može definisati bijekcija (4.68), ukoliko pretpostavimo da
važi upkq “ vpjq za svako k P I i0u i svako j P I
i0
v .
Prethodno razmatranje je tačno za svako i0 P N, jer je ono proizvoljno izabrano. Neka
je δ : I`u Ñ I
`
v funkcija definisana sa
δpjq :“ ωipjq, @j P I
i
u, i P N.






u , pa je funkcija
δ bijekcija za koju je upjq “ vpδpjqq, @j P I`f . Sledi da postoji parcijalna permutacija
P P pP p`1pIqq za skupove I`u i I
`
v , odred̄ena bijekcijom δ za koju važi
v “ Pu.
Da bismo dokazali drugi deo teoreme, pretpostavimo da postoji j P I tako da upjqvpjq ą 0.
Sledi da postoji m P N tako da je zadovoljeno umpjqvmpjq ą 0 što nije moguće na osnovu
pretpostavke. Dakle, I`u X I
`
v “ 0. Neka je
I0uv “ ti P I | upiq “ 0 ^ vpiq “ 0u.


















u , definisanjem bijekcije





δpiq, i P I`u
i, i P I0uv
δ´1piq, i P I`v ,
zaključujemo da je v “ Qu, pri čemu permutacija Q P P p`1pIqq odgovara bijekciji ∆.
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Teorema 4.4.4. Neka je I beskonačan skup. Skup Mwspr p`1pIq`q je zatvoren po normi
podskup skupa svih ograničenih linearnih operatora na `1pIq.
Dokaz. Znamo da relacije ek ă
ws ej i ej ă
ws ek, uvek povlače relacije
Tiek ă
ws Tiej i Tiej ă
ws Tiek,
pri čemu niz pTiqiPN, Tk P Mwspr p`1pIq`q konvergira po normi ka ograničenom linearnom
operatoru T : `1pIq Ñ `1pIq. Za svaka dva elementa i0, j0 P I imamo
|Tiej0pi0q ´ Tej0pi0q| ď
ÿ
kPI
|Tiej0pkq ´ Tej0pkq| ď }Tiej0 ´ Tej0} Ñ 0,
kada iÑ 8. Sledi
lim
iÑ8
Tiejpkq “ Tejpkq, @j, k P I. (4.69)
Lako se vidi da se funkcije Tek i Tej razlikuju do na parcijalnu permutaciju P P









Pokazaćemo da za svako i P I, ili postoji tačno jedno j P I za koje je Tejpiq ą 0
ili je skup tTejpiq | j P Iu jednoelementni. Ako pretpostavimo da su Tejpsq i Tekpsq
dva različita pozitivna broja, na osnovu (4.69) sledi da postoji i P N tako da su Tiejpsq i
Tiekpsq takod̄e pozitivni i različiti brojevi što je nemoguće po Teoremi 4.3.15, stavka 4q.
Da bismo pokazali da je
Tek ă
ws Tej i Tej ă
ws Tek @k, j P I, (4.71)
prvo zaključujemo da važi jednakost skupova TekpIqzt0u “ TejpIqzt0u zbog (4.70). Neka
je c P TekpIqzt0u, za koje definǐsemo skup
IcTek :“ ti P I | Tekpiq “ cu.




Ic :“ ti P I | Tekpiq “ Tejpiq “ cu,
i J cTek :“ I
c
Tek
zIc. Kako znamo da postoje dve mogućnosti kada i P IcTek , preciznije ili
je i P IcTej ili važi Tejpiq “ 0, sledi da je cardpJ
c
Tek
q “ cardpJ cTejq, pa možemo definisati
bijekcije δc : J
c
Tej
Ñ J cTek , za svako c P TejpIqzt0u. Sada, iz činjenice (4.70) sledi da





δpiq, T ekpiq ą 0
δcpiq, T ekpiq “ 0, T ejpiq “ c
i, T ek “ Tej “ 0.
Jasno, funkcije Tek i Tej se razlikuju do na permutaciju odred̄enu bijekcijom ∆, pa je




U prethodnih desetak godina istraživanje u oblasti majorizacije usmereno je na uopštenja
postojećih majorizacionih relacija i njihovu primenu, pre svega, u teoriji operatora. U
skladu sa pomenutim naučnim trendom, ovom disertacijom nastavljeno je istraživanje
u tom smeru. Razmatrana su tri tipa majorizacionih relacija na diskretnim Lebegovim
prostorima funkcija `ppIq, kada je I proizvoljan skup, a to su:
slaba majorizacija, slaba supermajorizacija i standardna majorizacija. Po uzoru na standa-
rdnu majorizaciju, koja je uopštena uz pomoć dvostruko stohastičkih operatora u radu
[13], prošireni su pojmovi slabe majorizacije i slabe supermajorizacije na pomenutim
prostorima funkcija. Pre svega uvedeni su pojmovi dvostruko substohastičkih i supersto-
hastičkih ograničenih linearnih operatora kao uopštenja istoimenih stohastičkih matrica i
pokazano je da su ovi operatori zatvoreni za kompoziciju. Dokazana je bliska veza izmed̄u
svake od posmatrane tri majorizacije i odgovarajućeg stohastičkog operatora, tj. predsta-
vljeni su potrebni i dovoljni uslovi da proizvoljan operator bude dvostruko stohastički,
substohastički ili superstohastički.
Uopštene su poznate nejednakosti Vajla i Tomića za rastuću ili opadajuću konveksnu
funkciju za dve diskretne Lebegove funkcije koje se nalaze u relaciji slabe majorizacije
ili supermajorizacije. Na osnovu ovih nejednakosti, dokazane su važne teoreme koje
potvrd̄uju da se slabe majorizacije, po uzoru na standardnu majorizaciju, mogu posma-
trati kao parcijalna ured̄enja ukoliko se poistovete sve funkcije koje se razlikuju do na
permutaciju za slučaj slabe supermajorizacije, ili do na parcijalnu permutaciju ako je u
pitanju slaba majorizacija.
U prošlosti su izučavani različiti tipovi linearnih očuvanja u konačno-dimenzionalnoj
majorizacionoj teoriji, i oni imaju veoma važnu ulogu u ovoj oblasti linearne algebre. U
ovoj disertaciji je dat oblik linearnog očuvanja slabe majorizacione relacije na prostoru
`ppIq za p P r1,8q, kao i slabe supermajorizacione relacije na `1pIq. U zavisnosti od toga
da li je I konačan ili beskonačan skup, dokazano je da ova očuvanja imaju različite forme,
ali se može reći da one imaju dosta sličnosti. Kada je I beskonačan skup, očuvanja slabe
majorizacije, po analogiji sa standardnom majorizacijom, se razlikuju za sličajeve p ą 1
i p “ 1. Takod̄e, kada je p ą 1 pozitivna očuvanja slabe i standardne majorizacije se
poklapaju. Štavǐse, na prostoru `1pIq je pokazano da ukoliko pozitivan operator čuva
jednu od tri posmatrane majorizacije, čuva i druge dve relacije. Potvrd̄eno je takod̄e da
je skup svih linearnih očuvanja slabe majorizacije ili slabe supermajorizacije zatvoren u
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odnosu na operatorsku normu.
Pored pomenutih relacija majorizacije koje su uopštene na prostore funkcija, izvršeno
je proširenje pojma matrične majorizacije na skup dvostruko stohastičkih operatora koji
su definisani na diskretnom Lebegovom prostoru funkcija. Ovakav tip majorizacije defini-
sane na operatorima (a ne na funkcijama ili vektorima) je poznatiji kao multivarijaciona
majorizacija, a uopštenje tog tipa majorizacije sa matrica na operatore se po prvi put
sreće u ovom radu.
Na osnovu navedenih rezultata, može se zaključiti da sa jedne strane ova disertacija
kompletira započeta istraživanja uopštenih majorizacija i stohastičkih operatora na diskre-
tnim Lebegovim prostorima, vrši uporednu analizu dobijenih rezultata za dve slabe i
jednu standardnu majorizaciju, karakterǐse linearna očuvanja ovih relacija i opisuje nji-
hovu topološku strukturu. Sa druge strane, autor je uveren da disertacija daje kvalitetnu
i sveobuhvatnu osnovu za nova istraživanja i uopštenja postojećih rezultata u ovoj oblasti,
ali i na generisanje novih korisnih nejednakosti i njihovu dalju primenu u drugim granama
nauke.
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superstohastički po kolonama, 78



















parcijalno, iv, 6, 17, 22, 40, 93
pre-ured̄enje, 6, 17, 19, 22, 40, 93
120
Literatura
[1] T.Ando, Majorization, doubly stochastic matrices, and comparison of eigenvalues,
Linear Algebra Appl. 118 (1989), 163-248.
[2] T.Ando, Majorization and inequalities in matrix theory, Linear Algebra Appl. 199
(1994), 17-67.
[3] J. Antezana, P. Massey, M. Ruiz, D. Stojanoff, The Schur-Horn Theorem for oper-
ators and frames with prescribed norms and frame operator, Illinois J. Math. 51 (2)
(2007), 537-560.
[4] J. Antezana, P. Massey, D. Stojanoff, Jensen’s inequality for spectral order and
submajorization, J. Math. Anal. Appl. 331 (1) (2007), 297-307.
[5] M. Argerami, P. Massey, A contractive version of a Schur-Horn theorem in II-1
factors, J. Math. Anal. Appl. 337 (1) (2008), 231-238.
[6] M. Argerami, Majorisation and the Carpenter’s Theorem, Integr. Equat. Oper. Th.
82 (1) (2016), 33-49.
[7] M. Argerami, P. Massey, A Schur-Horn theorem in II-1 factors, Indiana Univ. Math.
J. 56 (5) (2007), 2051-2060.
[8] M. Argerami, P. Massey, Schur-Horn theorems in II8-factors, Pacific Journal of
Mathematics 261 (2) (2013), 283-310.
[9] A. Armandnejad, S. Mohtashami, M. Jamshidi, On linear preservers of g-tridiagonal
majorization on Rn, Linear Algebra Appl. 459 (2014), 145-153.
[10] W.Arveson, R. V. Kadison, Diagonals of self-adjoint operators, Operator theory,
operator algebras, and applications, in Contemp. Math. vol. 414, Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, (2006), 247-263.
[11] W. Arveson, Diagonals of normal operators with finite spectrum, Proceedings of the
National Academy of Sciences of the USA 104(4) (2007), 1152-1158.
[12] G. Aubrun, I. Nechita, Catalytic majorization and `p norms, Comm. Math. Phys.
278 (1) (2008), 133-144.
[13] F. Bahrami, A. Bayati, S.M. Manjegani, Linear preservers of majorization on `ppIq,
Linear Algebra Appl. 436 (2012), 3177-3195.
121
Literatura
[14] F. Bahrami, A. Bayati, S.M. Manjegani, Majorization on `8 and on its closed linear
subspace c, and their linear preservers, Linear Algebra Appl. 437 (2012), 2340-2358.
[15] F. Bahrami, A. Bayati, Some topological properties of the set of linear preservers of
majorization, Electron. J. Linear Algebra, 23 (2012), 655-663.
[16] A. Bayati, N. Eftekhari, Convex majorization on discrete `p spaces, Linear Algebra
Appl. 474 (2015), 124-140.
[17] A. Bayati, Generalized Kakutani’s conjecture for doubly stochastic operators, Linear
Multilinear Algebra, http://dx.doi.org/10.1080/03081087.2016.1234579
[18] A. Bayati, S.M. Manjegani, Some properties of operators preserving convex ma-
jorization on discrete `p spaces, Linear Algebra Appl. 484 (2015), 130-140.
[19] L. B. Beasley, S.G. Lee, Linear operators preserving multivariate majorization Lin-
ear Algebra Appl. 304 (2000), 141-159.
[20] C. Berge, Topological spaces, including a treatment of multi-valued functions, vector
spaces and convexity, Oliver and Boyd, Edinburgh, 1963.
[21] S.K. Bhandari, S.D. Gupta, Two Characterizations of Doubly Super-Stochastic Ma-
trices, Sankhy: The Indian Journal of Statistics, Series A, 47 (3) (1985), 357-365.
[22] R. Bhatia, Matrix Analysis, Springer, 1997.
[23] B. V. R. Bhat, M. Ravichandran, The Schur-Horn theorem for operators with finite
spectrum, Proc. Amer. Math. Soc. 142 (10) (2014).
[24] G. Birkhoff, Tres observaciones sobre el algebra lineal, Univ. Nac. Tucumán. Rev.
Ser. A, 5 (1946), 147-151.
[25] J. Boos, P. Cass, Classical and modern methods in summability, Oxford University
Press, 2000.
[26] M. Bownik, J. Jasper, The Schur-Horn theorem for operators with finite spectrum,
Trans. Amer. Math. Soc. 367 (7) (2015), 5099-5140.
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1997.
[58] S. Kurepa, Funkcionalna analiza, Školska knjiga-Zagreb, 1981.
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Radovi na recenziji:
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